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3 Systemes différentiels linéaires homogenes a coefficients constants

3.1 Position du probléeme

Définition.
e On appelle systéme différentiel linéaire a coefficients constants :
Yods X'=AX + B(t) (S)
ou Ae M, (K)et B : I — M,1(K) est continue.
 Résoudre (9), c’est déterminer les fonctions X : I — M,,1(K) de classe C! telles que :

vte I, X'(t) = AX(t) + B(t)
¢ On appelle systéme différentiel homogéne associé a (5) :
X' = af)x (H)
Remarque. Un systéme différentiel lindaire a coefficients constant s’écrit aussi :

] = a1z + a2z + - + a1pan + b1(t)

Th = @211 + @222 + -+ + aznan + ba(t)

$;L = An1T1 + an2T2 + -+ + Gnnan + bn(t)

ot les a;; sont des scalaires (constantes) et les b; des fonctions continues sur I intervalle.

Proposition.
o L’ensemble Sy des solutions de (H) est un espace vectoriel de dimension n.
e L’ensemble Sg des solutions de (E) est un espace affine de dimension n, dirigé par Sy :

SE = Xpart + SH

Ecriture vectorielle. Un syseme différentiel linéaire a coefficients constant peut étre vu comme la traduction
matricielle d'une équation différentielle linéaire :

¥ =a-z+0b(t) (E)

ona € L(E)etb : I — E est continues, et ol on note a-x I'image a(x) du vecteur z par ’endomorphisme a.

Remarque. On pourrait présenter les résultats de ce paragraphe sous forme vectorielle.



3.2 Résolution théorique a I'aide de I’exponentielle de matrice

Rappel sur I'exponentielle de matrice. Soit A € M,,(K).

e Pour t € R, on définit :

+oo o
exp(tA) Z A"
o t > exp(tA) est de classe C™ et sa dérivée est ¢ — Aexp(tA) = exp(tA)A
o exp(A) est inversible, et (exp(A))_1 = exp(—A4).
e Si A et B sont deux matrices qui commutent :

exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A)

Résultat : solutions du systeme différentiel homogeéne.
Soit A € M,,(K). Les solutions du systéme différentiel homogéne :

X' = AX A conhnl

sont les applications :
t — exp(tA)C

ot C € My (K)

t— e, A eK

qui est I'expression des solutions de I’équation scalaire y' = ay, mais la généralisation doit se faire correctement.

:\/3
\

[t empenic | Cem, (i)

V&(J/(/(Zl-—? ecg(FH] (o B exy (PA) L
X4

!
(<IN
*c0A

)

A 2% (eh) C
ety (HH) C

T«oﬂ' X«(F) = 2 ((?A’) Eq Eqe (a.‘o
Xe(H = Ae;q‘: (tAl &4
A K (H



Dlohc Xq € g‘,(
dl‘f; XL(--,/Xaég(.-f

ope (- - o) L
Cob dyom K UK & Ky X - Hakey = ©
VIR A2 5"‘)({.‘/*)(’(451«[-—'40(”&):0
doc oy (-tR] exp(FR) (A By - + 4y Gi)=o
X €4 + - £ Ao Enzo
Ase  dy - Hizo



Résultat : obtention d’une solution particuliére par variation de la constante.
Soit A € M,(K) et B : I — M,i(K) continue. Pour résoudre le systéme différentiel & coefficients
constants :

X'= AX + B(t) (E)
on a intérét & effectuer le changement de fonction inconnue :
X (t) = exp(tA)C(t)
ou C : I — Myi(K) est CL.



3.3 Probleme de Cauchy
Définition. Soit A € My (K) et B : I — My1(K) continue. Soit tg € I et X € My1(K). On appelle probléme
de Cauchy le probléme :

{X’ = AX + B(t)
X(to) = Xo

Théoréme de Cauchy linéaire.

’Le probleme de Cauchy admet une et une seule solution définie sur I.

X ¢l @»%wer, K~ A XU & BlH
X(b) = %
o~ effeclis v lowgpbh 2 farche ocomn

XU = exq (EA) C(H)
K = A eco(Fh) CLOY 4 exp(Pi) c'(H]

~\Yrer e/(,(&#)c'(f)-= L ()

)) exp (b Al Clls) = Ko
. ){ﬁ-e—'j’_ C(H = exp(-bA)E(H

'\_

o= Hrer CUH-= eﬁ(’(-—hﬂ-)xo '7‘101(’(—‘“4) () de
&

= ¥rer X(H- A (Ef) e (-bt) X,
t

Forg(ER) | expl-ah) B<)
&



= Yeer Xz ex(6-BIR)Y,  tAenh
E

Coma~lrmLl
+ ]t. .Qg_{; (EA) 2% (-aft) Bla) Lo
° .@(((‘:‘«-m)ﬁ‘)ﬁ(«h)

L

K,

e Me M (1<) Vi) e M, (1)

1)

1
—
—
~

~ . N
A5

D,

<7

3

3
\___/






3.4 Résolution effective dans le cas de diagonalisabilité

On suppose dans ce paragraphe que A est diagonalisable :
A
A=PDPtouD= etP:(V1|...|Vn)
An

Les \; sont les valeurs propres de A, et les V; forment une base de vecteurs propres associés.

3.5 Exemples de résolution effective en dimension 2

Exemple. Résoudre le systéme différentiel X' = AX ou :
2 1 1 1 —29 —50
A_<1 2) A_<—2 —1) A_<18 31)

Exemple. Résoudre :
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Exemple. Résoudre :
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