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Résolution pratique des équations différentielles linéaires
Sauf mention contraire, I désigne un intervalle de R et E un espace vectoriel normé de dimension finie.
1 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1
11 Positi : :  dcomm s Toms IK
. osition du probléme, structure des solutions AQeY it t L —~>
Définition. Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1 est une équation de la forme :
y' +a(x)y = b(x) (E)
et I’équation homogene associée est :
Y +alz)y=0 (H)

ou a et b sont des applications continues sur [ intervalle.

Remarque. L’équation peut étre proposée sous la forme :

a(z)y + B(x)y = ()

1l importe dans ce cas de travailler sur un intervalle sur lequel a ne s’annule pas : ’équation doit étre normalisable

sur I.

Structure des solutions. Si a et b sont continues et I est un intervalle, alors

o Sy est une droite vectorielle

o Spg est une droite affine dirigée par Sy :

SE = Ypart + SH

A T 1K)




1.2 Résolution : premiére méthode

Méthode.

1. On qualifie I’équation différentielle, en précisant la continuité des coefficients, le fait qu’on travaille sur un
intervalle et on écrit I’équation sous forme normalisée.

2. On trouve une solution particuliére notée Y4+ de (E), par exemple en la cherchant sous une forme
particuliere.

3. On utilise le résultat exprimant Sy : notant A une primitive de a sur I, Sir = Vect(z — e=4*)).

4. On conclut :
SE = Ypart + Vect(z — e_A(z))

Remarque. La méthode de variation de la constante, vue en premiére année, permet de déterminer une solution
particuliére lorsque I'on a déterminé Syg. Voir aussi la section suivante.

Exemple. Résoudre I'équation :

o+ =1t



Exemple. Résoudre sur ]0, +oo[ ’équation :

xy —y=ux



1.3 Résolution : seconde méthode
Méthode.

1. Au brouillon, on calcule A une primitive de a sur I.

2. On effectue le changement de fonction inconnue :

y(a) = z(z)e” )

en raisonnant bien par équivalence.

Exemple. Résoudre I’équation :
1+ 22y — 22y =1+22
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1.4 Résolution sur un intervalle sur lequel I’équation n’est pas normalisable

Méthode. Sil’équation n’est pas normalisable sur I'intervalle I de résolution, on partage I en sous-intervalles sur
lesquels ’équation est normalisable. On résout sur chacun de ces intervalles, puis on effectue un recollement
des solutions.

Exemple. Représenter quelques courbes intégrales et déterminer les solutions sur R des équations différentielles :

2y —y=0 zy —2y=0 zy —-y=20
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2 |Equations différentielles linéaires scalaires /d/ordre 2

2.1 Position du probléme, structure des solutions /

Définition. Une équation différentielle linéaire scalairfe d’ordre 2 est une équation de la forme :
2" +a(t)x’ +b(t)x = c(t) (E)
et I’équation homogene associée est :
2" +a(t)x’ +b(t)r =0 (H)
ou a, b et ¢ sont des applications continues sur I intervalle.

Remarque. L’équation peut étre proposée sous la forme :
a(t)z” + Btz +y(t)x = 8(t)
Il importe dans ce cas de travailler sur un intervalle sur lequel a ne s’annule pas : ’équation doit étre normalisable

sur I.

Remarque. Contrairement aux équations d’ordre 1 ou aux équations d’ordre 2 a coefficients constants, il n’y a pas
de formule de résolution. Il n’est donc pas utile d’avoir une équation normalisée, mais il est important qu’elle soit
normalisable : o ne doit pas s’annuler sur I.

Remarque. On présente au § 4.3 une méthode de résolution lorsqu’une solution de (H) est connue.

Structure des solutions. Si «, 3 et 7y continues, I est un intervalle et a ne s’annule pas sur I, alors

o Sy est un plan vectoriel

o Sg est un plan affine dirigé par Sy :
SE = Tpart + SH

6Y (T )




Définition. Un problemde de Cauchy donné par :

{a(t)x” +BM)z" + () = (1)

x(to) = zoz'(to) = x§
LY | [§

ou «, 3, v et § sont continues sur I intervalle, & ne s’annule pas sur I, tg € I.
Il admet une et une seule solution.

z(to) = @
Remarque. Avec la seule condition z(ty) = xo, ou avec des conditions aux limites comme { Etoi 0 , on ne peut
z(t1) =x1

garantir l'existence et 'unicité.
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2.2 Etude de I'équation homogéne — Wronskien

Etude. On suppose que a, b et ¢ sont des applications continues sur I intervalle, et on note
2" +at)r’ + b))z =0 (H)
I’équation différentielle linéaire homogene scalaire étudiée. On a

z =a
" = —at)r’ —b(t)x

¢$<$)=<ﬂ%>—%0<5)

< X'=A(t)X systéme différentiel noté Hpat

ot X = (f) et A(t) = (_c?(t) —bl(t)>'

Un couple (¢,1) est un systéme fondamental de solutions de (H), i.e. une base de Sy, si et seulemement
si:

( (;f,) , (:f,) ) est un systéeme fondamental de solutions de Hy,.¢

Définition. Si ¢ et 1 sont deux solutions de (H) sur I, on définit leur wronskien en posant :
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Théoréeme.

Soit ¢ et ¢ sont deux solutions de (H) sur I et W le wronskien de ¢ et 1. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(7) (¢p,) est une base de Sy
(i) Vte I, W(t) #£0
(idi) Ite I, W(t) #0

Poss:  pok v st 52 da (R)

() 2" () + atrl o (H + bHx(H = O

$lr) p(H
@f(ﬂ ' (F)

e

= ¢(H L{z'(f') - ¢ (H p(H

W) = b0 ¢ (0 - (1) y(H
= ¢ (F) (-l ' - 3 (1)
—(—a ) " () - bH S(H) p(H

= —ali) (LSQH Y (F) - ¢ (] (H)
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Sy = {{—;——a )ufD(Hq'-r» p(H,

2.3 Méthode de variation des constantes

Méthode de variation des constantes. On suppose connu un systéme fondamental (¢, 1) de solutions de (H).
Il reste donc & déterminer une solution particuliere de (FE). Appliquer la méthode de variations des
constantes, ¢’est rechercher une solution particuliére de (FE) sous la forme :

() = AO(0) + 110

avec la condition additionnelle :
X(E000) + 1 (O PR Vel
Remarque.
o Su = Vect(p, ) = {t = Ap(t) + up(t), A\, u € K}. Ici, on fait varier les constantes » \ et .

e On peut se souvenir de la condition additionnelle en disant que n’apparaissent pas de dérivées secondes des
« constantes » \ et p.
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4.3 Complément : méthode de Lagrange pour les EDL scalaires d’ordre 2

Méthode. Dans le contexte des équations différen-
tielles linéaires scalaires d’ordre 2 :

QH a(t)y” + B(t)y +~(t)y = d(t)

opv“('p Si T'on connait yg une solution particuliere de
I’équation homogene (H), on a intérét & effectuer
le changement de fonction inconnue :

y(t) = 2(O)yo(t)

(E)

Ezxplication. On mene les calculs suivants :

y(t) = 2(O)yo(t)
y'(t) = 2" (H)yo(t) + 2(H)yo ()
y"(t) = 2" (t)yo (t) + 22" (t)yo (8) + 2(L)yg (1)
Pour traduire que y est solution de (E), on fait une combinaision
linéaire de ces trois égalités. Comme yo est solution de (H), les

termes en z(t) se simplifient toujours. On regroupe les termes
en z''(t) et ceux en 2/(t) :

y solution <= Vt € I, a(t)yo(t)z"(t)
+ (2a(t)yo(t) + Byo(1) 2’ (t) = ¥(t)

Il s’agit d’une EDL1 en €, pour laquelle on a donc des formules
de résolution. O

Exemple. On veut résoudre sur ]0, +o00[ I’équation :
22" +ta' + (12 — vz =0
ou v est un réel positif.

1. Montrer qu’il existe une unique solution de la

forme :
—+o00

Jy, =tV Z ant™

n=0

(E)

ou ag = 1. Sur quel intervalle cette solution est-
elle définie ?

2. Dans le cas ou v = 2 exprimer toutes les solu-

tions de (F) a l'aide des fonctions usuelles.

SH




2.4 Recherche de solutions développables en séries entiéres

Méthode. On a vu, lors de ’étude des séries entieres, comment rechercher des solutions développables en séries
entieres d'une équation différentielle linéaire, par exemple d’ordre 1 ou 2.

400
On note z(t) = Z a,t™, on suppose le rayon de convergence > 0 (c’est I'analyse). Dire que x est solution
n=0

de 1’équation différentielle se traduit (si tout va bien) en une condition sur les a, (ici, on raisonne par
équivalence sous ’hypotheése R > 0). On vérifie que les séries obtenues ont bien un rayon de convergence > 0
(c’est la synthese).

Exemple. Utiliser une série entiere pour déterminer 'unique solution au probleme de Cauchy :

{y”+xy’+y= 1
y(0) =y'(0)=0



Exemple. On considere ’équation différentielle :
22" — dtz’ + (t* — 6)z =0 (B)
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle qui sont somme d’une série entiere autour de 0.

2. Déterminer la dimension de I'espace des fonctions qui sont solutions de I’équation sur R.



