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5 |Vecteurs tangents a une partie d’'un espace normé de dimension finie

Définition. Soit X une partie non vide de E et x € X.
On dit qu'un vecteur v € E est tangent & X en z lorsqu'il existe ¢ > 0 et un arc v : ]|—e¢,e[— E, &
valeurs dans X, dérivable en 0, et tel que v(0) = z et 4/(0) = v.
On note T, X I'ensemble des vecteurs tangents & X en x.
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Exemple. Pour E = R3, X graphe d’une fonction numérique f : R? — R définie sur un ouvert U etje X,
montrer que T,X est un plan vectoriel.

3:{6n)

X":-{('k‘o](})é\ﬂ; 2 @,%)C-.Ud’ %’>£(“6‘33S'
by, GV v E T, X K = (w,y.,3) €K

D exils Y: ] ¢ ¢l — ({LS 3'.;5(%3’)
& (— wlol= (2, ytr), gtH)

G ¥ yUiex 3= §in, )
K[O\:.M\
¥ (o=~

FE (= futrt, y(H) 4

ez

do ' (= 1 O (vt y () +9'(H 0, () yvy N

o gl y (o) = (0] 9 { (bye) + %'l D20 (xlgcl)
e (%00, 501, 3000 ) = (6,4 'G), (0 413" (0) ()
& Veok (L«,o/ o) ) (0,4 24(ny))



r
T&,mbv&-
Sl -

On cots P Vedk (4,9 Aflnpy)) (04,21 fing)
Gsb weP @ 3o<l(Let‘U§
vz & (4, 0,00 (s, 5 )i B (O 4 %ol
= p, Luf +p324)
Qn:_,, X(H: (‘Zb-}-o('}:/ Yo {-f;E/ Er(womf:/go‘f{'”

g Y ylheX
(ﬁ’”’f"”{"‘&‘(‘vg)

€ 50) = (%, Y, X(W,a.) ) = &
Py (=4 b, 8ot )
Fonf (o ik, y,ipt ) )
dome (o) = (W s, K O {low )
£ 3280 g,) )

=99

_c@:‘rmxzu&xf((a{ﬂ/(aza@w



Théoréeme.

Soit g : E — R une fonction numérique de classe C* sur u /uvert U. On considére ’ensemble :
X={zeU, g(z) =0}

Siz e X et dg(z) # Oz(g,R), alors :
T, X = Ker (dg(z))

C’est un hyperplan, comme noyau d’une forme linéaire non nulle.

Preuve. Démonstration hors programme.

Corollaire. Lorsque E est euclidien, la différentielle peut étre représentée par le gradient :
Siz e X et Vg(x) # 0g, alors :

T,X = (Vg(x)) "

C’est un hyperplan, et Vg(z) en est un vecteur orthogonal.
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Corollaire. Lorsque E = R3 et

X = {(m,y,z)» g(xvya Z) = 0}

alors, pour m € X175 V(g)(m) # (0,0,0), U'ensemble T, X des vecteurs tangents & X en m est 'hyperplan
d’équation :
dg 99 dg

m)z =0
T m)a+ S m)y + G (m)z

Exemple. Dans R?, déterminer 1’espace tangent & un point I’ensemble :

X = {(z,y), 2 +y* - 1=0}



Exemple. Dans R®, déterminer I’espace tangent & un point I’ensemble :

X ={(2,9,2), 2° +y* =22 +1=0}
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Exemple. Dans R?, déterminer I’espace tangent—rpoint I’ensemble :
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1.3 Optimisation sous contrainte

Présentation. Soit f : E — R une fonction de classe C' sur un ouvert U.
Soit g : E — R une fonction de classe C!, et :

X={xeU, g(x) =0}

L’équation g(x) = 0 s’appelle une contrainte, et on s’intéresse a la recherche des extremums de fx.

Exemple. Si g est affine, c’est-a-dire de la forme : z — c+£(z) ot c € R et £ € L(E,R), on parle de contrainte
linéaire.



Lemme. Soit f : F — R une fonction de différentiable sur U ouvert. Soit X une partie de U et x € X.
Si fix admet un extremum local en z, alors d f(x) s’annule sur T, X :

Yo tangent & X, df(xz)-v=0
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Théoréeme.

Soit f,g : E — R deux fonctions de classe C! sur un ouvert U. On note : X = {z € U, g(z) = 0}.
Si:

e xeX
* fix admet un extremum en x
* dg(z) #0

alors :

o df(x) et dg(z) sont colinéaires.

Remarque. La condition de colinéarité peut encore s’écrire :
X €R, df(x) = Adg(z)

Le coefficient \ s’appelle un multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte g(z) = 0.

Proposition. Dans le cas ou E est euclidien, par exemple lorsque E = R"”, la conclusion du théoréme s’écrit :
Vf(z) et Vg(x) sont colinéaires

ou encore, puisque Vg(z) L T, X :
Vf(x) € (T.X)"
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Une optimisation sous contrainte

Soit T' la courbe d’équation x2 + y* = 1. Déterminer le maximum de f : (z,y) + zy sur I
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Une recherche d’extremum sur un ouvert

Déterminer les extremums locaux de :

o (z,y) — 2% — 22+ 2+ cos(y)



Une recherche d’extremum sur un compact

On considere f : (z,y) — xy(1 — x — y) définie sur :
A={(z,y) €R* 2>0,y>0, z+y<1}
(a) Justifier que f admet un maximum sur A.
(b) Montrer que ce maximum est atteint en un point intérieur & A.

(c) Déterminer la valeur de ce maximum.
























