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3 | Optimisation : étude au second ordre oyére

3.1 Matrice hessienne /

Définition. Soit f : R™ — R une fonction de classe C? sur U ouvert. Pour a € U, on définit la matrice

hessienne de f en a :
0% f
Hy(a) = | 5——5A4*
02;0%: ) 13 j<n

R
Hy(w)= | 95, M7

dzdy  9y?

Remarque. Ainsi, pourn =2 :

Proposition. Pour tout a € U, Hf(a) € S,(R).
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3.2 Formule de Taylor-Young a I'ordre 2
Théoréme. /

Soit f : R™ — R de classe C? sur U ouvert,\et a € U. Alors :

Fla+h) = £(a) + (VF(@), B) + 5 (Hy(@h, k) + o (I

= £(a) + VI(@ h+ 3hTHyla)ht o (IH])

Remarque. Sous forme développée avec les dérivées partielles, I'expression s’écrit :

0 02
fatn) =s@+ Y @i+ J

Ox;0x;
1<i<n 1<i,j<n VY

. 2
(a) his + o (I]?)

On reconnait la différentielle de f en a dans le terme linéaire. Le terme suivant s’appelle « quadratique »
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3.3 Conditions du second ordre

Théoréme.

Soit f : R™ — R de classe C? sur U ouvert, et a € U.
Si:

e f admet un minimum local en a
alors :

o Vf(a)=0

o Hy(a) € S§(R)

Remarque. De fagon équivalente, on peut conclure que les valeurs propres de H¢(a) sont > 0.

Remarque. On peut adapter le résultat dans le cas d’un maximum : les valeurs propres de Hf(a) sont < 0.

Théoreme.

Soit f : R™ — R de classe C% sur U ouvert, et a € U.
Si :

e a est un point critique de f
o Hi(a) eSHH(R) e ’1" XTKé(ﬁ\ K>S0 o gp (‘1‘(4 (c.'\) C (\Q:’
alors :

o f admet un minimum local strict en a

Remarque. De fagon équivalente, on peut supposer que les valeurs propres de Hy(a) sont > 0.

Remarque. On peut adapter le résultat dans le cas d’'un maximum : les valeurs propres de Hy(a) sont < 0.
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Corollaire. Dans le cas ou n = 2, on note :

0’ f 0% f
s= Gway(a) = ayax(“) et t = a—yQ(a).
o of of
On suppose que a est un point critique : ==(a) = =—(a) = 0.
@:89: 70y
o Sidet Hp(a) =1t —s>>0et tr Hy(a) = r—i—ti 0, alors Hy(a) € ST (R)
.7 donc f présente un minimum local strict en a.

o Sidet Hp(a) =1t —s*>>0et trHy(a) =7+t <0, alors —Hy(a) € S} (R)
donc f présente un maximum local strict en a.

o Sidet Hy(a) = rt — s> <0, f présente un point col en a.

o Sidet Hp(a) = rt — s*> =0, on ne peut rien dire.
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Calcul différentiel
o¢ ® ‘
Vg: (57”_( 3_4‘ OTCK(,-A&C o eﬁ*’d{
2 e
Exemple. Dans le plan euclidien usuel, exprimer le gradient en coordonnées polaires. ?‘
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Vecteurs tangents a une partie d’un espace normé de dimension finie

Définition. Soit X une partie non vide de E et x € X.
On dit qu'un vecteur v € E est tangent & X en z lorsqu'il existe ¢ > 0 et un arc v : |—e,e[— E, &
valeurs dans X, dérivable en 0, et tel que v(0) = z et 7/(0) = v.
On note T, X I'ensemble des vecteurs tangents a X en x.




Exemple. Pour X est un ouvert de E et z € X, déterminer T, X .

Ve yll 660y ) e X

’ b’(o\: W

o y(E)= ¥ Aorc J’\(O)z'\l“
e o~ ET X

Exemple. Pour X = a + F sous-espace affine de F et x € X, déterminer T, X.
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Exemple. Lorsque E est euclidien, X = S(0, 1) la sphére unité et z € X, déterminer T, X.
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Exemple. Pour E = R3, X graphe d’une fonction numérique f : R? — R définie sur un ouvert U et € X,
montrer que 7, X est un plan vectoriel.



Exemple. Déterminer ’ensemble des vecteurs tangents & SO, (R) en I,,.



Théoréeme.

Soit g : E — R une fonction numérique de classe C' sur un ouvert . On considére I’ensemble :
X={zeU, g(z) =0}

Siz e X et dg(z) # Oz(g,R), alors :
T, X = Ker (dg(z))

C’est un hyperplan, comme noyau d’une forme linéaire non nulle.

Preuve. Démonstration hors programme.



Corollaire. Lorsque E est euclidien, la différentielle peut étre représentée par le gradient :
Siz € X et Vg(z) # 0g, alors :

T,X = (Vg(:z:))l

C’est un hyperplan, et Vg(z) en est un vecteur orthogonal.

Corollaire. Lorsque E = R3 et :
X ={(z,9.2), g(z,y,2) = 0}
alors, pour m € X, si V(g)(m) # (0,0,0), ensemble T, X des vecteurs tangents & X en m est 'hyperplan
d’équation :
99
ox

(m)x + 99 m)y + a—g(m)z =0
oy 0z



Exemple. Dans R?, déterminer l’espace tangent & un point I’ensemble :

X ={(z.y), 2 +y* - 1=0}



Exemple. Dans R?, déterminer I’espace tangent & un point I’ensemble :

X = {(iIZ,y), y2 - 4(1 - 1‘2)1'2 = 0}



Exemple. Dans R*, déterminer I’espace tangent & un point I’ensemble :

X ={(z,y,2), 2> +y* - 2> +1=0}



















































