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Optimisation

Sauf mention contraire, E' et F' designent des espaces vectoriels normés de dimension finie sur R.

1 Optimisation : étude au premier ordre

1.1 Extremums d’une fonction numérique

Définition. Soit f : F — R une fonction numérique, définie sur une partie U de E.

e Pour a € U, on dit que f atteint un maximum global en a lorsque :

Ve e U, f(x) < f(a)

-

e Pour a intérieur & U, on dit que f atteint un maximum (local) en «a s'il existe un voisinage V de a
dans U tel que :
Vz eV, f(z) < f(a)

¢ On définit de fagon analogue minimum global et minimum local.

Remarque. Sans autre précision, un extremum est un extremum local.
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Définition. Soit f : F — R une fonction numérique, différentiable sur U ouvert, et a € U. On dit que a est
un point critique lorsque df(a) = 0z(g R)-

Remarque. La différentielle de f en a est nulle si et seulement si les dérivées de f en a selon tous les vecteurs sont
nulles, si et seulement si toutes les dérivées partielles (selon une base de E) de f en a sont nulles.
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1.2 Condition nécessaire du premier ordre

Théoreme.

Soit f : E — R une fonction numérique définie sur U et a € U.
Si:

o f est différentiable sur U

e @ est intérieur a U

e f admet un extremum local en a
alors :

o a est un point critique de f.
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Exemple. Déterminer les points critiques de :

{(‘. (x,y)r—>x3—y2—a:
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Exemple. Ou sont les extremums de :

sur [—1,1] x [-1,1]?
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2.1

2.2

Applications de classe C*

Dérivées partielles d’ordre £k > 2

Définition. Soit f : F — F une fonction définie sur un ouvert U. On considére B = (eq,. .., e,) une base de E.

o Lorsqu’elles existent, les 0;f =

sont les dérivées partielles premiéres de f.

6.17i
o Lorsqu’elles existent, on définit les dérivées partielles secondes comme dérivées partielles des dérivées
partielles premieres :
of
(5s,)
62.f 31131

Bscj 8561 (a) - ij (a)

que ’on note encore 9;0; f(a) ou encore 9;; f(a).

e On dit que f est de classe C? sur U lorsque toutes ses dérivées partielles secondes existent et sont
continues sur U.

o On définit par récurrence les dérivées partielles d’ordre k, et la classe CF.

o f est de classe C™ lorsqu’elle est de classe C* pour tout k.

Théoréme de Schwarz

Théoréme de Schwarz.

Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U. On considére B = (ey, ..., e,) une base de E. Si
f est de classe C2 sur U, alors pour tout 7, :
o*f  9%f
a.’lljafl‘}i o a.’IJZa.'I}]

Remarque. Plus généralement, si f est de classe C*, les dérivées partielles k-iémes ne dépendent pas de l'ordre des
dérivations.



Exemple. On considere la fonction :

é: R2 — R
22 — 2

y
(,y) — {myaﬂ + 2
0

st (z,y) # (0,0)

sinon

*f >*f
s Vi 9
20y (0,0) et Bya:c(o’ 0). Qu’en déduire ?
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2.3 Opérations sur les applications de classe C*

Proposition. Une combinaison linéaire d’applications C* est C*; une composée d’applications de classe C*
est C* ; une composée d’application C* sur U avec un arc C* & valeurs dans U est C*.

Proposition. L’ensemble C*(U, R) est une R-algébre.



2.4 Exemples d’équations aux dérivées partielles

Remarque. Aucun résutlat spécifique n’est & connaitre. Fréquemment, on applique un changement de variable (et donc
un changement de fonction inconnue) pour se ramener a une équation plus simple, ne faisant intervenir que les
dérivées partielles par rapport a une seule variable, comme par exemple :

of
ox

Les fonctions solutions de cette équation sont, sur un ouvert convexe, les fonctions « constantes en x1 », c’est-a-dire
telles qu’il existe ¢ :

=0

Va,y, f(z,y) = o(y)

Exemple. Effectuer le changement de variable {u - pour résoudre sur R? Péquation aux dérivées
- v=y—x
partielles :
0 0
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u=1x—ct
Exemple. Pour c € R, poser { + et pour résoudre ’équation de d’Alembert :
- v=2x+c
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