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2.3 Différentielle d’une application sur un ouvert

Définition. Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U. On dit que f est différentiable sur U
lorsqu’elle est différentiable en tout point a € U. On appelle différentielle de f sur U lapplication :

s &) - o , L Az
o{g aHdﬁ}@)F) ‘u‘f%d"‘ A dx A

Remarque. Les physiciens écrivent :

df=§g—£dxi d\(!c %%M—t— %ﬁ-d}

et ils ont bien raison.
En effet, en notant x; : x — x; Papplication qui, a un vecteur x de FE, associe sa coordonnée x; dans la base B =
(e1,...,en) de E, on définit une application linéaire. On a donc :

Vll S U, le(a) =I;

et donc, pour tout h € E :

Finalement, pour tout a € U, on a les égalités dans F' :

Vhe B, dfta)-h =3 h2L ()

donc, dans L(E,F) :
VaeU, df(a) =3 %(a)dxi(a)
i=1 v

ce qui peut encore s’écrire, dans (E(E, F))U :



2.4 Cas ou E =R : fonctions d’une variable réelle

Proposition. Soit f : R — F une fonction d’une variable réelle, définie sur un intervalle ouvert U, et a € U.
f est différentiable en a si set seulement si f est dérivable en a. Dans ce cas :

F'(@) = df(a) - 1

Remarque. Ainsi, application linéaire tangente de f en a est 'application :

h f'(a)h



aeu Ag(a) . E ._e'_m_i; |Q "

Définition. Soit f : F — R une fonction numérique définie sur un ouvert U, et a € U. On suppose que E est
un espace euclidien, et que f est différentiable en a.
Alors il existe un unique vecteur, appelé gradient de f en a, et noté Vf(a), tel que :

Vhe E, df(a)-h = (Vf(a),h) %""‘* {c’"\ —> ‘g@‘)

v, ->

2.5 Cas ou £ est euclidien

Remarque. Ainsi, lorsque f est différentiable en a :

fla+h) = fla) +(Vf(a),h) + o (h) e [ av— gradfey
Proposition. Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormale de E. Alors :
0=
= Oy,
En particulier, lorsque £ = R™ et B est la base canonique :

Vi@ = (3@ @)

Interprétation géométrique. Si Vf(a) # 0, alors V f(a) est positivement colinéaire au vecteur unitaire selon
lequel la dérivée de f en a est maximale.

marque. Bref, V f(a) indique la direction de plus grande variation de f : le vecteur unitaire v pour lequel D, f(a)
est maximale est :

Vi(a)

IIVf( I
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3 |Applications de classe C!

Définition. Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U. On dit que f est de classe C! sur U
lorsqu’elle est différentiable en tout point de U, et que :

df : U — L(E,F)
a — df(a)

est continue sur U.

Remarque. Comme L(E, F) est de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes.

Théoréme.

Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U, et B = (eq,...,e,) une base de E.
Alors f est de classe C! sur U si et seulement si les dérivées partielles de f dans la base B existent et
sont continues sur U.

Dans ce cas :
n

df(a)-h= zhj;"—;m)

Remarque. Ce résultat est indépendant du choix de la base.
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Exemple. Montrer que :
f:R?2 = R
2
Ty .
(1; y) — 1,2—_'_y4 S1 ($7 y) 7é (Oa 0)
0 si () = (0,0)

est de classe C* sur R? \ {(0,0)}, mais pas sur R.
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Exemple. Montrer que :
h: (r,p,0)— (r cosf cosp,r cosf sinp,r sinf)

est de classe C! sur R®.



4 |Opérations sur les applications différentiables, sur les applications C!

4.1 Linéarité

Proposition. Soit f,g : E — F deux fonctions définies sur U ouvert, a € U, \,u € R. Si f et g sont
différentiables en a, alors \f + pug aussi et :

d(Af + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a)

Proposition. Si f et g sont de classe C! sur U, alors Af + ug I'est aussi.

Proposition. Si f et g admettent des dérivées en a selon un vecteur v, alors Af + pg aussi et :

Dy, (Mf + pg)(a) = AD, f(a) + uD,g(a)

Proposition. Si F est muni d'une base B, si f et g admettent des dérivées partielles en a alors A\f + pug aussi
et :

Vi, 0i(Af + pg)(a) = A9 f(a) + pdig(a)

CL d= D,



4.2 Composée avec une application bilinéaire ou multilinéaire

Proposition. Soit f : E — F et g : F — G deux fonctions définies sur U ouvert,a € U. Soit B : FFxG — H
une application bilinéaire. Si f et g sont différentiables en a, alors B(f,g) : « +— B(f(x),g(z)) aussi et :

Vh € E, d(B(f,9))(a) - h = B(df(a) - h,g(a)) + B(f(a),dg(a) - h)

Proposition. Si f et g sont de classe C! sur U, alors B(f,g) l'est aussi.

4 8{{9)a) b b (ig(a).l)«{ 3@))
+ B (fca\, Ao (a) & )
V&; wﬁuﬂs DL,
flace) = §6) + Af0)- 2 xRN E(R)
glart) = glal +dga). & ¢ 4l £, (@)

@(g(ar&\, g(ow&\) = (&@‘)l 5(‘9&)
+ Bl{&), dgl.t) + &(d(@.4, 50)
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Généralisation. Soit f1,..., f, des fonctions définies sur U ouvert de E, a valeurs dans F1,..., F, respective-
ment. Soit @ € U. Soit M : Fy x --- x F,, = G une application p-linéaire. Si fi,..., f, sont différentiables
en a, alors M(f1,...,fp) : @ = M(fi(z),..., fp(x)) aussi et, pour tout h € E :

A(M(fr,--- fy))(a) - h=M(dfi(a) - b, fola),... fp(@)) + M (fi(a),dfo(a) - B fy(a))
+ -+ M(fi(a), f2(a) ..., dfp(a) - h,)

Proposition. Si les f; sont de classe C* sur U, alors M(fy,..., f,) U'est aussi.
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4.3 Composition d’applications différentiables
Régle de la chaine. Soit E i) F Y5 G deux applications, avec f définie sur U ouvert de E, g définie sur V'
ouvert de F' et f a valeurs dans V.
Soit a € U. Si f est différentiable en a et g différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et :

d(g © f)(a) = dg(f(a)) o df(a)

Proposition. Si f et g sont de classe C! sur U et V respectivement, alors g o f est C! sur U.

a of

— O
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4.4 Dérivée le long d’un arc

Dérivée le long d’un arc. Soit R L E é F deux applications, avec vy un arc défini sur un intervalle I de R, f
définie sur un ouvert U et 7y & valeurs dans U. Soit ¢ € I. Si 7y est dérivable en ¢ et f différentiable en ~(¢),
alors f oy est dérivable en ¢ et :

(fon)(t) =df () -+'(1)
Dans le cas ou FE est muni d'une base B = (eq,...,e,), et que z1,...,x, désignent les applications coor-
données de v dans cette base, cela s’écrit :

f

o2/ =3 a0 )21 (a)

Proposition. Si v et f sont de classe C! sur I et U respectivement, alors f o~ est C sur I.
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Corollaire. Soit [0, 1] Y, g X Fdeux applications, avec v un arc défini sur un intervalle [0, 1], f définie sur

un ouvert U et v & valeurs dans U. Soit a = v(0) et b = y(1). Si v est de classe C* sur [0, 1] et f de classe C!
sur U, alors :

1
1)~ @) = [ 4r60) -+ O
0
Remarque. En particulier, avec y(t) = a + tv :

fla+w) =f(a)+/0 df(a+ tv) -vdt

.
.
.
.
.

.
01461 = | b0 ptns

V)



Exemple. Soit f de classe C! sur R? et ¢ : (u(t),v(t)) de classe C! sur R. Montrer que :

ho:te f(u(t),v(t))
est de classe C! sur R et exprimer A/(t) a I'aide des dérivées partielles de f et des dérivées de u et v.

Exemple. Soit f de classe C' sur R® et ¢ : (u(t),v(t), w(t)) de classe C' sur R. Montrer que :

hot tes fu(t),v(t), w(t))

est de classe C! sur R et exprimer h'(t) & I'aide des dérivées partielles de f et des dérivées de u, v et w.

&(H = { («lr, ()

LWz W) D&Jg (4t o)
o (H 9, R (v (R)

iy e 2 Ao 2R
O~ A oo dr v



4.5 Calcul des dérivées partielles d’une fonction composée

Exemple. Soit
f: R - F
(z1,22,23) = f(z1,22,73)

de classe C! sur un ouvert V, et

g: R — R3

(U, 1)) = (gl (u’ v)»g2(u7v)7g3(u7 U))

de classe C! sur un ouvert U et & valeurs dans V.
On considére la composée :

h: (u,v) = f(gl(u’v)ng(ua U)793(u7v))
Justifier que h est C' sur V, et exprimer les dérivées partielles de h en fonction de celles de f et g.



Exemple. Dans le plan euclidien usuel, exprimer le gradient en coordonnées polaires.



Exemple. Ecrire les dérivées partielles de :

(U1, ..y um) — f(ml(ul,...,um),...,:pm(ul,...,um))



4.6 Caractérisation des applications constantes

Théoréeme.
Soit f : E — F une fonction définie et de classe C! sur U ouvert, avec E et F deux espaces vectoriels
normés de dimension finie. On suppose U convexe. Alors :

f est constante sur u <= df est nulle sur U

Remarque. Le résultat est encore valable si U n’est que connexe par arcs.
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