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Calcul différentiel

Sauf mention contraire, F et F' designent des espaces vectoriels normés de dimension finie sur R.

1 Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

1.1 Dérivée selon un vecteur

Définition. Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U. Soit a € U et v € E. On dit que f admet
un dérivée en a selon v lorsque :

R - F
t — fla+tv)

est dérivable en 0.

Dans ce cas, on note D, f(a) la dérivée en 0 de cette application, et on I’appelle dérivée de f en a selon v.

Remarque.

o Comme U est ouvert, c’est un voisinage de a, et donc il existe § > 0 tel que, Vt € [—4,6], a+ tv € U : la fonction
t — f(a + tv) est définie au voisinage de 0.

e D, f(a) est un élément de F.

A [3“13' ) 2':(((“; ) )

(gt v = yuu;)*

A

2\
3




......
..
.

{UAC(-;U\ e — il

..
.....
cee.
cee

g W /lA/-aLCM Y 77N (’h,.'cﬂo') AM '(A d}\"-c(:-f\_

o mh B [t o)
s QLEmT AW e~ 0.



Exemple. On considere :
f:R? - R
2
Ty )
(IL’ y) — 22 +y4 51 (iL',y) 7é (070)
0 st (z,y) = (0,0)

Montrer que f admet une dérivée en (0,0) selon tout vecteur v = (a, 3). La fonction f est-elle continue
en (0,0)?
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1.2 Dérivées partielles dans une base

Définition. On suppose F muni d’'une base B = (eq,...,e,). On considére f : E — F une fonction définie sur
U ouvert de E, et a € U.
Si f est dérivable en a selon e; pour i € {1,...,p}, on dit que f admet des dérivées partielles dans la

base B, et on note :

9if(a) = De, f(a)

Remarque.
e En notant (a1, ...,an) les coordonnées dans B de a, 0; f(a) est, si elle existe, la dérivée en a; de :

t— flarer +---+tei+ -+ anen)

of (a) pour désigner 0;f(a).

e On utilise aussi la notation

89&-
e Lorsqu’une base B de E est fixée, on identifie f(x) et f(x1,...,2n), o0 (21,...,2n) sont les coordonnées de x
dans B.
o Souvent, E = R? (ou E = R®) et la base B est canonique. On note alors f : (x,y) — f(x,y) et les dérivées
partielles, lorsqu’elles existent B_f et B_f
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Exemple. On considere :
f:R? = R

(z,y) — {Iﬂx—_?_y‘l si (x,y) # (0,0)
0 si (‘(1;7 y) = (0,0)

Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point, et les calculer.
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Exemple. Calculer les trois dérivées partielles dans la base canonique, en un point quelconque, de I’application :

fi(rye,0) = (r cosf cosp,r cosd sin,r sinb)
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2 | Différentielle

2.1 Notation o(h)

Définition. Soit o : E — F définie sur un voisinage de 0g. On dit que :

a(h) o (h)

o h—)OE

lorsque ||a(h)||[Fr = o (||h||E), c’est-a-dire :
h—)OE
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2.2 Différentielle d’'une application en un point

Rappel. Pour f : R — R définie sur un intervalle ouvert I, et i € I, on dit que f est dérivable en a si et seulement

s’il existe £ € R telle que :
fla+h) = f(a) @ AW
—0

et 'application h — £h est linéaire. C’est cette application linéaire qui permet la généralisation de la dérivation aux
fonctions de variable vectorielle.

Définition. Soit f : F — F une fonction définie sur un ouvert U, et a € U. On dit que f est différentiable
en a lorsqu’il existe une application linéaire ¢ € L(E, F) telle que :

fla+h) = f(@)+h)+ o ()

L’application £ est alors unique, et appelée différentielle de f en a, notée df(a).
Remarque.
o La différentielle de f en a s’appelle aussi application linéaire tangente a f en a.
o La différentiabilité de f en a, c’est I'existence d’'un développement limité a I’ordre 1 en a :

fa+h) = f(@) +df@E) +, o (8)

oudf(a) € L(E,F).
« On note souvent df(a) - h pour désigner (df(a))(h).
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Exemple. Déterminer la différentielle en a = (2,1) de :

fo(ay) oy’
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Exemple. Calculer la différentielle en M € M,,(R) de :

[ Mn([R) — Mn(IR)
X - X?

b H— o,
JM+H) = (L)t
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Exemple. Soit F un espace euclidien et u € S(F) un endomorphisme autoadjoint de E. Montrer que :
[z ez u(z)

est différentiable en tout a € F, et calculer sa différentielle.

SV I — o
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Proposition. Soit f : E — F définie sur U ouvert.

e Si f est constante, alors elle est différentiable en tout point de u et :
Va € U, df(a) =0z (p,r)
e Si f est (la restrictuion d’une application) linéaire, alors elle est différentiable en tout point de w et :

Va e U, df(a) = f
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Proposition. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.
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Propositioa. Si f est différentiable en a, alors f admet des dérivées en a selon tout vecteur et :

Dy f(a) = df(a)-v

Corollaire. SiB = (ey,..., en) une base de E et si f est différentiable en a, alors f admet des dérivées partielles
en a dans la base B et :

Vh e E, df(a)-h = Zhi%(a)
i=1 ¢

ott (hi,..., hn) sont les coordonnées de h dans B.
V"“ﬁ:‘:
Sey o € E
Vw& — O\A A - O,

j(a«‘—@:v-) = g(a) 4 A{(a). (l‘:v—) + O-([-o-)
=(f(¢)+ /t-]d/e(a).\r -f-o(tu—)
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Définition. Dans le cas particulier ou £ = R™ et FF = R™, lorsque f : R™ — R™ est différentiable en a, on
appelle matrice jacobienne de f en a la matrice de df(a) dans les bases canoniques :

%g%(a) %(a)
Jy(a) = : : € Mynn(R)

Ofm Ofm
Yo(a) ... %=(a)
ou f1,..., Wont les fonction coordonnées de f.

Tgle) = Mal (d(((a\ , con.)
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