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Continuité des fonctions de plusieurs variables

Dans tout le chapitre, et sauf mention contraire, E, F), G désignent des espaces vectoriels réels de dimension
finie.

1 De quoi parle-t-on?

1.1 Des fonctions entre espaces vectoriels normés

On peut s’intéresser a des fonctions :
f:ACE — F
z = f(z)

et se poser la question de la continuité de f.

Exemple. f : M — est une fonction M,,(R) — R, définie sur M, (R) \ {0}.
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1
Ex¢mple. v : f— / cos(f(t)) dt est une fonction C°([0,1],R) — R.
0
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Définition. Soit f : E — F définie sur A.
e Soit a € Aetbe F. On dit que f(x) — b lorsque :
Tr—a
Ve>0,In>0,Vz €A ||lz—allg <n = ||f(z) —b||lFr <¢

e Soit a € A. On dit que f est continue en a lorsque :

f(@) — f(a)

Tr—a

f est continue sur A lorsqu’elle est continue en tout point de A.

e Soit a € A~ A un point adhérent de A ot f n'est pas définie. On dit que f se prolonge par continuité
en a si f admet une limite b en a. La fonction prolongée est :

f:x»—){f(x) siz € A

b siz=a
Elle est continue en a.

Remarque. La continuité peut étre établie « par opérations algébriques » sur des fonctions que I'on sait continues.

1.2 Des fonctions entre espaces vectoriels normés automatiquement continues

Proposition.
e Si feL(E,F) et E de dimension finie, alors f est continue.

o En particulier, si B = (ey,...,e,) est une base de E, les applications : 7; : x + x;, ol (21,...,2,) est le
n-uplet des coordonnées de x dans B, sont continues.

e Si f est multilinéaire sur un produit d’espaces normés de dimension finie, alors f est continue.

e Si f est polynomiale sur un espace normé de dimension finie, alors f est continue.



1.3 Des fonctions de plusieurs variables

Remarque. Fréquemment, on étudie des fonctions :
f:R*" = RP
(1, xn) (fl(xl,...,xn),...,fp(xl,...,xn))

La continuité de f est équivalente a la continuité de f1,..., fp. On peut donc se contenter d’étudier les fonctions
numériques de plusieurs variables.

Remarque. La compréhension de la continuité pour les fonctions de deux variables est indispensable pour I'étude des
fonctions de n variables.

Proposition. Les applications :
R? —» R et R?
(z,y) — = (2,9)
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Exemple. Etudier la continuité de :

— R
=y

e

(x,y) — Arctan (5) In(z? + )
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2 |Techniques d’étude de la continuité des fonctions de deux variables

2.1 Montrer la continuité « par opérations », sauf éventuellement en un point

Exemple. Montrer que la fonction :

sin(x? 2))?
f:(wm{((ﬂ/)) i (29) % (0.0)

2 + y?
0 si (z,y) = (0,0)

est continue sur R? \ {(0,0)}.
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2.2 Montrer la non continuité en un point particulier

Exemple. Etudier la continuité en (0,0) de la fonction :

x2+y

.Tz—y2
fi(@my) o {—2 si (z,y) # (0,0)
0 si (xvy) = (0,0)
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2.2 Montrer la non continuité en un point particulier

Exemple. Etudier la continuité en (0,0) de la fonction :

f: (m,y)»—>{22132 si (z,y) # (0,0)
0 si (2,y) = (0,0)
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Exemple. Etudier la continuité en (0,0) de la fonction :

g (z,y)— xzxi—fyz si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)




Exemple. Etudier la continuité en (0,0) de la fonction :

e
h: (z,y)— {x“ry“
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2.3 Montrer la continuité en un point particulier, prolonger une fonction par continuité

Exemple. Etudier la continuité en (0,0) de la fonction :

—=y si (x, 0,0
f:(m)ﬁ{ g S @900

0 si (z,y) = (0,0)
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Exemple. Prolonger par continuité en (0, 0) la fonction :

g ¢ (z,y) = zyln(z® +y?)
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Exemple. Montrer que la fonction :
5
x
k:(z,y)m ——
(,9) Arctan(z?* + y*)

se prolonge en une fonction continue sur R2.
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Continuité sous le signe [

Théoréme.

Soit h : X x I — K, ou X C F est une partie d’'un espace normé de dimension finie.
Si :

o Pour tout t € I, x + h(x,t) est continue sur X ;
o Pour tout z € X, ¢t — h(z,t) est continue par morceaux sur I ;
o h satisfait ’hypothése de domination : il existe ¢ telle que :
|h(z,t)| < p(t) V(z,t) e X x I
ol p(t) est intégrable sur I, indépendante de x.

Alors :

o f:ixr /h(x,t) dt est définie et continue sur X.
I

Remarque. Il s’agit d’'une simple adaptation du théoréme connu pour la variable réelle au cas d’une variable dans un
espace vectoriel normé de dimension finie.

Adaptation pour domination locale. Soit h : X x I — K, ou X C FE est une partie d’'un espace normé de
dimension finie. Soit a € X.

Si:

e Pour tout t € I, x — h(x,t) est continue sur X ;
e Pour tout € X, t — h(x,t) est continue par morceaux sur I ;
o h satisfait 'hypothése de domination locale : il existe V' voisinage relatif de a dans X, et ¢ telle que :
[h(z,t)] < o(t) V(z,t)eV xI
ol p(t) est intégrable sur I, indépendante de z.

Alors :

C B /h(m, t) dt est définie sur V' et continue en a.
I



4 |Suites et séries de fonctions

Rappel des théorémes.

Les fonctions considérées sont A C E — F ou E et F sont des espaces normés de dimension finie.

e Si (fn)n converge uniformément vers f sur A ou sur tout compact de A (resp. au voisinage de a)
et si les f,, sont continues sur A (resp. en a), alors f est continue sur A (resp. en a).

e Si Z fn converge uniformément sur A ou sur tout compact de A (resp. au voisinage de a) et si les
+oo
fn sont continues sur A (resp. en a), alors S = Z fn est continue sur A (resp. en a).

n=0

Exemple. Montrer que :

= o (@ +iy)"
{: oo eotg

est continue sur R2.
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