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Compacité

Sauf mention contraire, on travaille dans un espace vectoriel normé (E, || - ||).

1 |Suites extraites, valeurs d’adhérence d’une suite

1.1 Suites extraites

Définition. Soit (u,)nen €t (Un)nen deux suites d’éléments d’un ensemble X. On dit que v est extraite de u
lorsqu’il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que :

Vn € N, vp = Ug(n)

L’application ¢ s’appelle extractrice.

Exemple. En posant v, = uay, on définit la suite extraite de (un), des termes d’indices pairs. Ici, ¢ : n+— 2n.

Remarque. Si (ugy(n))n est extraite de (un)n, et que 1 désigne une autre extractrice, la suite extraite de (Uy(n))n
est-elle :

(Uyop(n))n OU (Upoy(n))n ?

Proposition. Si ¢ est une extractrice, c’est-a-dire une application : N — N strictement croissante, alors :

VneN, p(n) =n
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1.2 Valeurs d’adhérence d’une suite

Définition. Soit (uy)nen une suite d’éléments de E, et a € E. On dit que a est une valeur d’adhérence de
(un)n si et seulement s’il existe une suite extraite (u,(n))n qui converge vers a.

Exemple. Les valeurs 1 et —1 sont des valeurs d’adhérence de la suite (cos %)n

Proposition. On conserve les notations de la définition. Alors a est valeur d’adhérence de (uy,),, si et seulement
si I'une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) Ve >0, {n €N, u, € B(a,<)} est infini;
(12) Ve >0, {n € N, u,, € B(a,e)} est non majoré;

(#4i) Ve >0, Vp e N, {n = p, u, € B(a,e)} est non vide.

Proposition. Soit (u,)nen une suite d’éléments de E. Si (u, ), est convergente, alors elle admet une unique
valeur d’adhérence, qui est sa limite.

Remarque. La réciproque est fausse en général : une suite peut n’admettre qu’une seule valeur d’adhérence et ne pas
étre convergente.
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(#i) Ve >0, Vp e N, {n = p, u, € B(a,e)} est non vide.
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2 |Parties compactes d’un espace vectoriel normé

2.1 Définition ,

Définition. Une partie X de E est dite compacte lorsque, de toute suite d’élgments de X, on peut extraire
une suite converge dans X.

Remarque.
o Il est équivalent de dire que toute suite d’élément de X a au moins une valeur dfddhérence dans X.
e L’ensemble vide & est compact.

o Cette définition est dite « de Bolzano-Weierstrass », par opposition a celle de Bbrel-Lebesgue qui est hors pro-
gramme.

\\4

2.2 Propriétés

Proposition. Toute partie compacte est fermée et bornée.

Remarque. Nous verrons plus tard que, si E est de dimension finie, la réciproque est vraie. Dans le cas d’un espace de
dimension infinie, ce n’est pas le cas.

Théoréme.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les parties compactes sont les parties fermées et
bornées.
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Exemple. On munit 'espace E = K[X] de la norme :
[ Plloc = Max |a|
keN

ou les ay, sont les coefficients du polynéme P. Trouver une suite d’éléments de S(0, 1) qui n’admette aucune
valeur d’adhérence. Qu’a-t-on montré ?
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Proposition. Un fermé relatif A d’une partie compacte X est un compact.
Remarque.

e Comme X est compacte, c’est en particulier un fermé et donc dire que A est un fermé relatif de X revient a dire
que c’est un fermé de E.

e On a en fait ’équivalence, lorsque A C X et X compacte :

A fermée <= A compacte
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Proposition. Une suite d’éléments de X compacte converge si et seulement si elle admet une unique valeur
d’adhérence.
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2.3 Produit d’une famille finie de compacts

Proposition. Soit (Ey, | - [|1), -, (Ep, | - |p) des K-espaces vectoriels normés. On considére, pour chaque i €
{1,..., p}, un compact X; de E;. Alors : X = X7 X -+ x X, est un compact de E = Fy x --- x E,, muni
de la norme produit.

Remarque. Ainsi, un produit (fini) de compacts est compact.
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3 Applications continues sur une partie compacte

3.1 Image d’un compact par une application continue

Théoreme.
L’image d’un compact par une application continue est compacte. |

Remarque. Il s’agit ici de I'image (directe) d’un compact par une application continue, qui est compacte. On sait aussi
que 'image réciproque d’un ouvert (resp. d’un fermé) par une application continue est un ouvert (resp. un fermé).
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Théorémes des bornes atteintes. X # é

Soit E un espace vectoriel normé, et X une partie compacte de E. Soit :

f: XCE—-R

Si f est continue, alors f est bornée et atteint ses bornes.

Remarque.
e f atteint un minimum et un maximum sur X .

e (est un théoréme trés utilisé pour montrer lexistence d’un maximum ou d’un minimum. On peut aussi se ramener
a l'utilisation de ce théoréme a I’aide d’une restriction a un compact.
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3.2 Continuité uniforme

Théoréeme de Heine.

’Une fonction continue sur un compact est uniformément continue sur ce compact.
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4 Espaces vectoriels normés de dimension finie

4.1 Exemples : compacts de R ou de C

Théoréeme de Bolzano-Weierstrass.

De toute suite bornée de réels ou de complexes on peut extraire une suite convergente.

Remarque. Ce théoréme, démontré en premiére année par dichotomie, peut s’exprimer maintenant en disant que toute
suite bornée de réels ou de complexes admet au moins une valeur d’adhérence.

Corollaire. Les compacts de R (resp. de C) sont les parties fermées et bornées de R (resp. de C).

Remarque.
e Les segments sont des compacts de R, ce sont les intervalles compacts. Mais il y a beaucoup de compacts qui ne
sont pas des intervalles.

o Tout compact X de R est fermé et borné, donc inclus dans [Inf(X),Sup(X)] = [Min(X ), Max(X)]. C’est pour cela
que, sur R, les expressions « sur tout compact » ou « sur tout segment » ont le méme sens.



4.2 Equivalence des normes en dimension finie

Théoreme.

‘ Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.




Corollaire. Si F est de dimension finie, le caractére borné d’une partie, d’une suite ou d’une fonction ne dépend
pas du choix de la norme. De méme, le caractere ouvert, fermé ou dense d’une partie de dépend pas du
choix de la norme.

Corollaire. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, B = (e, ..., e,) une base de E. Soit (x,),
une suite de E. On note (x};)p les suites coordonnées, c’est-a-dire que, pour tout p € N :

n
_ k
Ty = 5 Tpek
k=1

Alors :
(xp)p converge dans E <= Vk € {1,...,n}, (a:];)p converge dans K

Dans ce cas, en notant ¢ la Imite de (zp), et £} celle de (x];)p, ona:
n
! = kaek
k=1

Corollaire. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, B = (ey,...,e,) une base de E. Soit
f + X — E une application a valeurs dans E. On note f1,..., f, les applications coordonnées, c’est-a-dire
que, pour tout x € X :

f@) =Y fulw)es
k=1

Alors :
f a une limite en g <= Vk € {1,...,n}, fr a une limite en z

Dans ce cas, en notant ¢ la lmite de f en z( et ¢x celle de f, on a :

! = Zn:fkek
k=1



4.3 Compacts d'un espace de dimension finie

Théoreme.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les parties compactes sont les parties fermées et
bornées.

Remarque. Ainsi, dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute suite bornée admet au moins une valeur
d’adhérence, ou encore de toute suite bornée on peut extraire une suite convergente.



Corollaire. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, une suite (uy, ), converge si et seulement si elle
admet une unique valeur d’adhérence.

Corollaire. Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de (E, || - ||), alors F' est fermé.



