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3 |Isométries d’un espace euclidien

3.1 Définition

Définition. Soit u un endomorphisme de E. On 'appelle isométrie vectorielle lorsqu’elle conserve les normes :

Vz € E, |lu(z)|| = [l]
On note O(E) 'ensemble des isométries vectorielles.

Remarque. On trouve aussi, dans la littérature, la terminologie automorphisme orthogonal.

Exemple. Les symétries orthogonales sont des isométries vectorielles.
Les projecteurs orthogonaux ne sont pas, en général, des isométries vectorielles.
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3.2 Caractérisations

Proposition. '’endomorphisme u est une isométrie vectorielle si et seulement s'il conserve le produit scalaire,
) S_ A3
c’est-a-dire :

Vo, y € B, (u(z), u(y)) = (z,y)
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Soit E espace euclidien.

Montrer que les symétries orthogonales de E sont les isométries vectorielles qui sont des endomorphismes
autoadjoints.
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Proposition. L’endomorphisme u est une isométrie vectorielle si et seulement si 'image d’une base orthonormée
de E par u est une base orthonormée de E.
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Proposition. L’endomorphisme u est une isométrie vectorielle si et seulement si :

AToan = 1dp

ou encore, c’est équivalent, #*e = Idg. Ainsi, les éléments de O(E) sont les automorphismes de E dont
I'inverse est 1’adjoint. Ao
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3.3 Propriétés

Proposition. Toute isométrie vectorielle est bijective : ¢’est un automorphisme de E.
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Proposition. Soit u € O(FE). Alors det(u) = +1

Remarque. Attention! la réciproque est bien-siir fausse.
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3.4 Le groupe O(F)

Proposition. O(E) est un sous-groupe de (GL(E), o). On appelle O(E) le groupe orthogonal de E.
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Définition. On note SO(E) = {u € O(F), det(u) = 1}. C’est un sous-groupe de O(FE), appelé le groupe
spécial orthogonal.
Ses éléments sont les isométries vectorielles directes.
Les éléments de O(E) . SO(E) sont les isométries vectorielles indirectes.
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4 | Matrices orthogonales

4.1 Définition

Définition. On dit que A € M, (R) est une matrice orthogonale si et seulement si :

AR s =1,

On note O, (R) (ou parfois O(n)) 'ensemble des matrices orthogonales de M,,(R).

4.2 Caractérisations

Proposition. Soit A € M,,(R). Sont équivalentes :

(1) A est une matrice orthogonale;

(i) ATA =1I,, i.e. les colonnes de A forment une base orthonormée de M,,;(R);
(i7i) A est inversibleet A~ = M T;

(iv) AAT =1I,, i.e. les lignes de A forment une base orthonormée de My, (R);

pm;fz ) = Gl) gy
(i) & (o e g A cooee
Gl v

ch\_w.

Sesl A:Qg-—. C..
|

|



62 L.> o rodlid) 0callese
Comrmmyr I Wy ()

bo"g ab'abo
Ta -7 L 2
A =T = 2\1‘*6 Lo, D=0
Yr o Ll ,e>= 1
(&
Vi iad okldﬁo
= Mg Ll G Sy
—_—> ! \9 %guwh
C (C&l_'ém o
4 L 4
3 2 g
- - |4 -4 4
z -2
W 9 5
1
<Cq/cz> = \F‘ "\rg‘—"vo = O
C_ -— L i —_— r_L-'—- [~>)
“ 1 Cre s 19 \r% Vi
L£lqy Gy >= O



Proposition. Soit u € L(F) et B une base orthonormée de E. Alors :

w e O(E) > Mat(u,B) € O,(F)
Remarque. L hypothise base orthanormde cst cssentele ici
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Proposition. Soit B une base orthonormée de E, et B’ une famille de n vecteurs de E. Alors :

B’ est une base orthonormée <= Matg(B’) € O,(R)

et Matp(B’) est la matrice de passage de B a B'.
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4.3 Propriétés

Proposition. Soit A € O, (R). Alors :
o A est inversible, et A~ = AT

o det A= =+1
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4.4 Le groupe O,(R)

Proposition. O, (R) est un sous-groupe de (GL,(R), X). On appelle O, (R) le groupe orthogonal d’ordre n.

Définition. On note SO, (R) = {4 € O, (R), det(A4) = 1} (parfois aussi noté O; (R)). C’est un sous-groupe de
0, (R), appelé le groupe spécial orthogonal d’ordre n.
Ses éléments sont les matrices orthogonales directes (ou positives).
Les éléments de O, (R) \ SO, (R) sont les matrices orthogonales indirectes (ou négatives).
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