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2.3 Le théoréme spectral

Théoréme spectral - version endomorphisme.

Soit E espace euclidien et u € L(E). Alors :

u€ES(E) «<—= E= O E\(uv)
AESp(u)

<= 3B base orthonormée t.q. Mat(u, B) diagonale

Remarque.
e On dit parfois que tout endomorphisme autoadjoint d’une espace euclidien est orthodiagonalisable.

e On note bien que les espaces propres des endomorphismes autoadjoints sont orthogonaux.
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Théoréeme spectral matriciel.

Soit A € M, (R). Alors :
A€ S, (R) < A est orthogonalement diagonalisable

c’est-a-dire que 'on peut écrire :
A=PDPT

ou D est une matrice diagonale et P une matrice orthogonale, c’est-a-dire une matrice dont les colonnes
forment une base orthonormée de M,,1(R).

Remarque. L’étude des matrices orthogonale est menée au § 4. On y montre que les matrices orthgonales sont les
matrices de passage entre bases orthonormées, et qu’on les inverse en transposant.
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2.4 Endomorphismes autoadjoints positifs, définis positifs

Définition. Soit u € S(E) un endomorphisme autoadjoint. On dit qu’il est positif lorsque :
Ve € B, (z,u(x)) >0
On dit qu’il est défini positif lorsque :
Vr € EX{0g}, (z,u(z)) >0

On note ST(E) (resp. ST (E)) 'ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs (resp. définis positifs).

Remarque.

e Pour montrer que u est défini positif, on peut aussi montrer :

(z,u(z)) 2 0

vzEE, {(:v,u(w)) 0= z=0

o On ne qualifie un endomorphisme de positif que s’il est déja autoadjoint.

o ST(E) et STT(E) sont stables par I'addition (mais ce ne sont pas des espaces vectoriels).
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Définition. Soit A € S,,(R) une matrice symétrique. On dit qu’elle est positive lorsque :
VX € M1 (R), XTAX >0
On dit qu’elle est définie positive lorsque :
VX € My (R)~ {0}, XTAX >0
On note S;F (R) (resp. S;F™(R)) I'ensemble des matrices symétriques positives (resp. définies positives).

Remarque.

e Pour montrer que A est définie positive, on peut aussi montrer :

XTAX >0

VX € Mui(R),
+(®) {XTAX:O — X=0

¢ On ne qualifie une matrice de positive que si elle est déja symétrique.

o ST (R) et STT(R) sont stables par I’addition (mais ce ne sont pas des espaces vectoriels).



Caractérisation spectrale - version endomorphisme.

Soit u € S(F) un endomorphisme autoadjoint. Alors :

wEST(E) « Sp(u) CRy et uweSTH(E) « Sp(u) C R}

Caractérisation spectrale - version matricielle.

Soit A € S,,(R) une matrice symétrique. Alors :

AeSH(R) < Sp(A) C Ry et AeSH(R) < Sp(4) CR:
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