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Endomorphismes remarquables des espaces euclidiens

Dans tout le chapitre, sauf mention contraire, F est un espace euclidien et (-, -) est son produit scalaire.

1 |Adjoint d’un endomorphisme d’un espace euclidien

1.1 Définition, matrice de I'adjoint en base orthonormée

Définition. Soit u € L(E). Il existe un unique endomorphisme u* € L(E) tel que :

Vr,y € B, (u(x),y) = (z,u"(y))

L’endomorphisme u* s’appelle 'adjoint de .
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Proposition. Soit B une base orthonormée de E, et u € L(E). Alors :

Mat(u*, B) = Mat(u, B) "

Remarque. L’hypothése base orthonormée est essentielle ici.
u et u* ont méme trace, méme déterminant, méme polynéme caractéristique, méme spectre.

Corollaire.

Remarque. En revanche, ils n’ont pas pas les mémes vecteurs propres.
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1.2 Propriétés

Proposition. Pour u,v € L(E), \,p € R : % 6’: on — _
o (Au+pv)* =t + po* [Aﬂ'd-ra)' L}\ A'd—rro,
e (u)*=u (A"‘)'r: A
o (uov)*=v*ou* (A_ @)T: @T HT
e Siu est bijectif, u* aussi et (u*)~1 = (u=1)* _ I
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Proposition. Soit u € £L(E) et I un sous-espace de E. Si I est stable par u, alors F- est stable par u
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2 |Endomorphismes autoadjoints d’un espace euclidien

2.1 Définition, matrice en base orthonormée

Définition. Soit E un espace euclidien et u € L(E). On dit que u est autoadjoint lorsque u* = u, i.e. :

Va,y € E, (u(z),y) = (z,u(y))

On note S(E) I'ensemble des endomorphismes autoadjoints de E.

Remarque. On qualifie parfois les endomorphismes autoadjoints (i.e. u* = u) de symétriques, mais on évitera cette
terminologie, car il n’y a aucune raison que ga soit une symétrie (i.e. uou =Idg).
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Proposition. Soit u endomorphisme autoadjoint de E et F' un sous-espace vectoriel de E. Si F est stable par u,

alors F- est aussi stable par .
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Proposition. Soit E espace euclidien de dimension n, et u € L(FE). Fixons B une base orthonormée de E.

Alors :
u € S(E) < Mat(u,B) € S,(R)

c’est-a-dire que u est autoadjoint si et seulement si sa matrice en base orthonormée est symétrique.

Remarque. L’hypothése base orthonormée est essentielle ici.
n(n+1)
5 .

Corollaire. La dimension de S(F) est

2.2 Porjecteurs orthogonaux

Proposition. Soit p un projecteur (i.e. pop = p). Alors p est un projecteur orthogonal (i.e. Kerp L Imp) si et
seulement si p est autoadjoint.
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