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Continuité des applications linéaires, multilinéaires

1 |Continuité des applications linéaires

1.1 Caractérisation

Théoreme.

Soit E, F' deux K-espaces vectoriels normés, et u € L(E, F'). Alors u est continue si et seulement si :

AC >0, Vz € E, [lu(z)] < C|l=

Remarque. Ce résultat est trés important, car il convient de savoir y faire référence dés que la question posée est celle
de la continuité d’une application qui est linéaire.

Notation. On note L.(E, F') Pensemble des applications linéaires continues de F dans F.
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1.2 Cas ou £ est de dimension finie

Théoréme.

Soit E, F deux K-espaces vectoriels normés, et u € L(E, F).
Si E est de dimension finie, alors u est continue.
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Corollaire.  Soit E un espace vectoriel normé de dimension n, B = (ey,...,e,) une base de E. On appelle
application coordonnée :
T - E — K
r = T;
ot (x1,...,2y) est le n-uplet des coordonnées de = dans B.

Les applications coordonnées sont continues.



1.3 Norme subordonnée

Définition. Soit (E, | - ||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés. Pour u € L.(E, F), on pose :

u(z)|lF
ullop = S
w205 |7|E

que 'on appelle norme d’opérateur ou norme subordonnée aux deux normes fixées sur E et F.

Remarque. On utilise aussi la notation ||ullop = [|u||.
Théoréme.
Soit (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.

| - |lop définit une norme sur L.(E, F).
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Proposition. Siu € L.(E,F), alors :

¢ lullop = Sup Ju(z)|r
lzll z=1

o ||ullop est le plus petit C' € R tel que :
Vz € B, |lu(@)llr < Cllz|e
Siue L(E,F)etve LAF,G), alors :

o llvoullop < lvllopllullop
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Corollaire. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Alors || - ||op définit une norme sur L.(E) qui vérifie :
¢ [dgllep =1
* Vu,v € Lo(E), [[voufop < [0llop]lullop
© Yu€ L(E), Yk EN, [[u¥|lop < [lulls,

On dit que || - |op est unf(norme d’algébre unitaire.
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1.4 Adaptation matricielle

Proposition. Soit || - || une norme sur My (K). Pour A € M,,(K), on définit :

[AX] _

Il Al = Sup g = Sue [lAX]
XEMp1(K) 1 X]] Ix=1
X+#£0

On définit ainsi une norme sur M, (K) vérifiant :
o Hnll =1
« VA, B € Mu(K), [[AB]| < [|A[lI Bl
« VA€ Mn(K), vk € N, |A¥]| < | Al*
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2 |Continuité des applications multilinéaires

2.1 Caractérisation

Proposition. Soit Eq,..., E,, F des K-espaces vectoriels normés, et f : E; x --- x E, — F une application
multilinéaire. Alors f est continue si et seulement si :

aC =0, Y(zq,. .., xp) € By X -+ X Ep, ||f(21,. .., rp)llr < Cllzile, - 7pllE,

€< ~ F Bl
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Corollaire. Si (F, (-,-)) est un espace préhilbertien réel, alors le produit scalaire est continu sur E x E.

Vw1lw,__ e

l<"'-4 "‘z\>| £ 4 lal o Nl

for Cancly-Shomy

/

dwcé,/-> 2/ oA



Te: E —> (K

4 P —> A ¢ carrdioe
2.2 Applications polynomiales sur un espace de dimension finie

Com t.«-\, O2nkaca

Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, B = (e,

...,ep) une basede E. Pour ky, ...k, €N,
on définit I’application :
ky Kk kn . ky )k kn
M(ky,.ky) = 1 Mg oo TR 0 T XN Ty, Cav\t"ﬁs
ou (x1, T2, ..

., Zn) est le n-uplet des coordonnées de = dans B.

On appelle application polynomiale sur E toute application : E — K qui est combinaison linéaire des
M (ky,.kn)-

Remarque. Le fait qu’une application soit polynomiale ne dépend pas du choix de la base B.

Proposition. Toute application polynomiale sur un espace de dimension finie est continue.
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Exemple. L’application det est continue sur M, (K).
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2.3 Applications multilinéaires en dimension finie

Proposition. Soit Fq, ..., E,, F' des K-espaces vectoriels normés.
S’ils sont de dimensions finies, toute application multilinéaire f : E; x --- x E, — F est continue.
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Exemple. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, et B une base de E. Alors detg est continue sur E™.
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