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4.4 Algorithme d’orthonormalsation de Gram-Schmidt

Théoréme de Gram-Schmidt.

Partant d’une famille (uy, ..., u,) supposée libre de E (par exemple une base), il existe une unique famille
(e1,-..,¢ep) telle que :
o (e1,...,ep) est orthonormée ;

o« Vke{l,...,p}, Vect(ey,...,ex) = Vect(uy,...,ux);
e Vke{l,...,p}, (ex,vi) > 0.

Algorithme. Cette famille peut étre construite par I’algorithme suivant : Pour chaque k € {1,...,p}, on définit
e}, = uk — Pr—1(uk) (ot pr_1 désigne la projection orthogonale sur Fi,_; = Vect(eq,...,ex_1)) et e = H%:W

k

Comme Fj,_; est connue par une base orthonormée, ’expression de la projection orthogonale est simple.

Remarque. La matrice de la famille (e1,...,ep) dans la base (u1,...,up) de F, est triangulaire supérieure.
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5 Formes linéaires sur un espace euclidien

5.1 Représentation des formes linéaires
Théoréme de représentation des formes linéaires. /0(5\ f‘M

7
Soit ¢ une forme linéaire sur un espace euclidien E. Alors il existe un unique vecteur a € E tel que :

Vo € B, o(x) = (a,z)

En d’autres termes, en dimension finie, toute forme linéaire peut étre représentée a 1’aide d’un produit
scalaire.

Remarque. Soit H un hyperplan. Alors il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que H = Ker . On applique a ¢
le théoréme précédent, et on a la définition suivante :

Définition. Lorsque H = Ker ¢, ou ¢ # 0, le vecteur a est orthogonal & I’hyperplan H = Ker . On dit que a
est un vecteur normal & H.

Remarque. Les vecteurs orthogonaux a H sont alors les vecteurs colinéaires a a.
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Corollaire. On conserve les notations précédentes.

a
Si E est muni d’une base orthonormée, et que a a pour coordonnées A = ( : ) , alors une équation de

H est donnée par :
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5.2 Distance a un hyperplan, a une droite

Théoréme.

Soit H un hyperplan de E, et a un vecteur normal de H. Alors pour tout = € F, on a :

do. 1) — )

[lall

Soit D un droite vectorielle de E, dirigée par un vecteur a. Alors, pour tout € F, on a :

d2($,D) = ”.’EHQ - d2($7DJ_)
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