2 |Orthogonalité

2.1 Vecteurs orthogonaux

Définition. Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux si et seulement si :

(z,y)=0
On note dans ce cas : © L y.

Remarque. Le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs de E, et un vecteur orthogonal a tous les vecteurs de E
est nul.
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Définition. Une famille (v;);c; de vecteurs de E est dite orthogonale si et seulement si :
VZ,_] EI, Z;é_] — (’Ui,’Uj> =0
Elle est dite orthonormeée si et seulement si :

0 sii#j

vig &l {ovs) =0y = {1 sii=j

Proposition._,Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
TouteAdmille orthonormée est libre.
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Exemple. Les polynoémes élémentaires de Lagrange forment une famille libre.
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Théoreme de Pythagore.

x et y sont orthogonaux si et seulement si ||z + y||? = ||z||* + ||y||?
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Cas d’une famille finie de vecteurs. Si (vy,..., vp) est une famille orthogonale, alors
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2.2 Sous-espaces orthogonaux

Définition. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont orthogonaux si et seulement si :

Vee F,Vye G,z Ly

On note F L G.
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Proposition. Lorsque F' | G, la somme F' + G est directe, et on la note FF (D) G.
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Proposition. Si (F;)1<i<p est une famille de sous-espaces deux & deux orthogonaux, alors leur somme est directe
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2.3 Sous-espace orthogonal d’une partie

Définition. Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de A I’ensemble :

At ={zc€FEtqVac A z 1La}

xe G -Vaé'_A/ x La

Exemple. {0g}t = E et E+ = {0g}.

Proposition. Soit A une partie de E espace préhilbertien.

o AL est un sous-espace vectoriel de E
e Si AC B, alors BX Cc A+

o A 1 B signifie que A C B+ et B C A+

Remarque. Pour la derniére propriété, penser a deux droites dans I'espace usuel de dimension 3.
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2.4 Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Proposition. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors F* est orthogonal & F :

FQF+
mais, en général, F @O F*+ ¢ E.

Exemple. Soit E = C°([0,1],R) muni de son produit scalaire usuel, et F' le sous-espace vectoriel des fonctions
polynomiales. Déterminer F-.

Remarque. On verra au § 4 que, lorsque F est de dimension finie (en particulier dans un espace euclidien), F* et F

sont supplémentaires.
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3 |Bases orthonormées d’un espace euclidien

Dans cette section, E est un espace euclidien de dimension n € N*.

3.1 Existence de bases orthonormées

Définition. On appelle base orthonormée de E toute base de E qui soit aussi une famille orthonormée.

Proposition. Toute famille orthonormée de n vecteurs, lorsque n = dim E, est une base orthonormée.

Théoréme.

Tout espace euclidien admet au moins une base orthonormée.

Remarque. On verra au § 4.4 un algorithme de construction dune telle base.
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3.3 Coordonnées dans une base orthonormée

Proposition. Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E, et x un vecteur de E. Ses coordonnées dans B

<€1, 1))
sont : : , C’est-a-dire :
(en, )

Remarque. Si la base n’est qu’orthogonale, il faut adapter la formule en normant les vecteurs.
Si la base n’est pas orthonormée, il n’y a pas d’expression simple des coordonnées a I’aide du produit scalaire.
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Proposition. Soit B une base orthonormée de E, x et y deux vecteurs dont les coordonnées sont respectivement
Z1 Y1
X=]:]etY=]1:|].Alors:

T Yn

n
i=1

n
|z = VXTX || = ,/Zw?
=1

Remarque. On voit ici 'avantage des bases orthonormées : les formules de calcul du produit scalaire et de la norme
sont celles du produit scalaire et de la norme canonique de R™.

Proposition. Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormée de E et u € L(E). On note M = (m;;);; la matrice
de u relativement a la base B. Alors, pour tout ¢, j :

mi]’ = <€i, u(ej)>
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4 |Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

4.2 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Définition. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien . On appelle projec-

tion orthogonale sur F, et on note pr, la projection sur F parallelement a F*.

famille génératrice de F'.

Remarque. On a supposé F de dimension fifiie, mais si F est de dimension infinie et que F®F* = E, alors la projection
orthogonale est bien définie.

roposition. Si (eq,...,e,) est’une base orthonormée de F, alors :

Remarque. Ceci fournit une seconde méthode de détermination de pr(x), lorsque l'on connait une base orthonormée
de F'.
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Exemple. Soit a € E un vecteur non nul. Déterminer ’expression de la projection orthogonale sur Vect(a), et
celle sur Vect(a)t.
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Exemple. Dans E = C°([0,1],R) muni de son produit scalaire canonique, déterminer le projeté orthogonal
de t 3 t? sur F = Vect(t — 1,t > t).
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4.3 Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie

B%fnizion. Soit F un sous-espace vectoriel de E, et 2 € E. On appelle distance de z & F la quantité :

( f‘!E d(z.F) = Inf [~y

Théoreme.

Si F' est de dimension finie, alors le projeté orthogonal de = sur F' est I'unique vecteur de F' qui réalise
la distance précédente :
C’est I'unique yo € F tel que :
98 = = Min ||z —
lz = yoll = Min [l — ]|

Ainsi :
d(@, F) = ||lz — pr (@) = /llz]*> — pr(=)?
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Exemple. Justifier I'existence et déterminer :
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4.1 Théoréeme de la base orthonormée incompléte

Théoréme de la base orthonormée incompléte.

Si (e1,...,ep) est une famille orthonormée de E euclidien de dimension n, on peut la compléter en une
base orthonormée (e1,...,ep, €pt1,...,en) de E.
—
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4.4 Algorithme d’orthonormalsation de Gram-Schmidt

Théoréme de Gram-Schmidt.

Partant d’une famille (u1, ..., u,) supposée libre de E (par exemple une base), il existe une unique famille
(e1,-..,ep) telle que :
o (e1,...,ep) est orthonormée ;

e Vke{l,...,p}, Vect(er,...,er) = Vect(uy,...,ug);
e Vke{l,...,p}, {ex,vk) > 0.

Algorithme. Cette famille peut étre construite par I’algorithme suivant : Pour chaque k € {1,...,p}, on définit
€}, = ur —pr—1(ux) (ol pg—1 désigne la projection orthogonale sur Fj,_1 = Vect(eq,...,ex—1)) et e = HZ_;CII

k

Comme Fj,_; est connue par une base orthonormée, I’expression de la projection orthogonale est simple.

Remarque. La matrice de la famille (e, ..., ep) dans la base (u1,...,up) de Fy, est triangulaire supérieure.
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