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42.Espace
vectorielnorm
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42.30

Soit B une partie d’un R-espace vectoriel E de dimension finie. À quelle
condition sur B existe-t-il une norme sur E pour laquelle B est la boule unité
fermée ?

42.31
On note U = {z 2 C, |z| = 1} et B = {z 2 C, kzk 6 1}. Pour P 2 C[X], on
pose :

kPk = Max{|P (z)|, z 2 U}

(a) Montrer que k · k définit une norme sur C[X].

(b) Pour P 2 C[X], établir :
|P (0)| 6 kPk

(c) Soit P 2 C[X] de degré n > 1, z0 2 C et ✓ 2 R. Montrer l’existence
de c 2 C⇤ et q 2 N⇤ tels que :

P (z0 + rei✓)� P (z0) ⇠
r!0+

crqeiq✓

(d) Montrer que :

8P 2 C[X], kPk = Sup{|P (z)|, z 2 B}

42.32

(a) Montrer que l’application :

N : P 7! Sup
x2[�2,�1]

|P (x)|

définit une norme sur R[X].

On considère N 0 : P 7! Sup
x2[1,2]

|P (x)|, qui définit aussi une norme sur R[X].

(b) On considère l’application f définie sur [�2, 2] par :

f(x) =

8
><

>:

�1 si � 2 6 x < �1

x si � 1 6 x < 1

1 si 1 6 x 6 2

Justifier l’existence d’une suite de fonctions polynomiales qui converge
uniformément vers f sur [�2, 2].

(c) Montrer l’existence d’une suite d’éléments de R[X] convergeant pour N
et N 0 vers deux limites distinctes.
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