O e g NN exil K
o N(’l\ >/O
€
/6
o N =g = =g

N(m.‘;)\ £ N (W e w(y)
o M (A = AL Ml

A € @(A'J\) = "’)L..os“ < 0
@F[a"\\
S (o)

A Convtre M Vu(eaé A E"‘l‘;} 3& A
iy Vu(g cA Vgé[m,n) 5@9
& Ywgeh  Mee (54) b +(4-bhy A

,ee((Z NEE

R kDO M) ([0, )



Buo e W23, U210, U2 0o

1.5 Parties bornées
Définition. Une partie A de F est dite bornée lorsqu’il existe M > 0 tel que : n e ote P d rb" i

Ve e A, ||z|| < M

Proposition.
o Toute intersection de parties bornées est bornée.

o Toute union finie de parties bornées est bornée.

Remarque. Pour I'intersection, il suffit en fait qu’une seule des parties soit bornée. Pour la réunion, c’est faux dans le
cas d’une union infinie.

Exemple. Donner un exemple non borné d’union infinie de parties bornées.

Remarque. Montrer qu’une partie A est bornée, ¢’est majorer la norme de ses éléments x par une quantité indépendante
de x.
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Exemple. On considére l'espace E = K[X], muni des deux normes définies par, si P = Z ap Xk :
k=0

T o<k<d

d
Ni(P)=> lax|  Noo(P)= Max |a]|
k=0

Que dire de I'ensemble A des polynémes dont tous les coefficients sont égaux a O ou a 17
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Méthode. Pour montrer que A n’est pas bornée, on exhibe une suite (zy)n d’éléments de A telle que ||z || oo oo
- n—-+0oo

Remarque. Dire qu’une fonction (resp. une suite) a valeurs dans E est bornée, c’est dire que ’ensemble de ses valeurs
est borné.



1.6 Espace vectoriel normé produit

Définition. On considére p espaces vectoriels normés (E;, N;) sur le corps K. Pour z = (z1,...,2,) € E1 X --- X
E,, on définit :

N(z) = 11\4[&); N;(z)

Alors N est une norme sur Ey X --- X E,, et (Ey x --- X E,, N) s’appelle I’espace vectoriel normé
produit des ((E;,N;))
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2 |Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé

2.1 Convergence, divergence

Définition. Une suite (u,)nen de EY est dite convergente si et seulement s'il existe £ € E tel que :
Ve > 0, Ing € N t.q. Yn = ng, |ju, — €| < e

On dit qu’elle est divergente sinon. 7‘

A u.c (2, ¢)

Proposition. En cas de convergence, £ est unique et s’appelle la limite de (u,),. On note u, —_>—+——> L.
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Remarque. On trouve aussi la notation £ = liril un que 'on évitera d’utiliser.
— n—-+oo

Remarque. Dans un e.v.n. autre que R, ¢a n’aurait pas de sens de vouloir définir une limite infinie.

Proposition. La suite (u,,), converge vers ¢ si et seulement si la suite numérique (||u,, — £||)» converge vers 0.

Son intérét est qu’elle donne un mode de démonstration. Pour montrer que u,, —+> £, on cherche & majorer
n—+oo

lwn — £]] par une quantité qui tend vers 0.
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Exemple. Etudier la suite (M,,)nen+ ot M, = (:ﬁn n >€ Wz (\ﬂ-)
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Exemple. Dans E = C%([0, 1], R), étudier la suite (f)nen- oﬁ fn ot t"
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2.2 Suites bornées

Définition. Une suite (u,)pen de EN est dite bornée si et seulement s’il existe M > 0 tel que :

Ve N, ||u,l| < M

Proposition. Toute suite convergente est bornée.



2.3 Opérations sur les suites convergentes

Proposition. Soit (uy,)n, et (v,), deux suites convergentes, de limites respectives ¢ et ¢'. Soit « et 8 deux
scalaires. Alors la suite (quy, + Bun)n est convergente, de limite al + 5¢'.

ire. L’ensemble des suites convergentes est donc un espace vectoriel.
Prdposition. Siu, — ¢, alors |Ju,|| —— ||¢]|.
n—-+oo n—-+oo

La réciproque est bien siir fausse.
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2.4 Convergence par coordonnées, des suites a valeurs dans un espace vectoriel produit

Définition. Soit E est un espace vectoriel de dimension finie p, muni d’une base B = (eq,...,e,). Soit (up)n
une suite d’éléments de E. A n fixé, u, s’écrit de facon unique sous la forme :

1 2
Uy = Uper +unpes +---+ube,

ol (ul,u2,...,uP) est le p-uplet des coordonnées de u,, dans la base B.
Pour chaque k € {1,...,p}, la suite numérique (u*),cy est la k-&me suite coordonnée de (u,,), dans la
base B.

Théoréme.

Avec les notations précédentes, (uy,),, converge si et seulement si les p suites-coordonnées (u¥),, convergent.
Dans ce cas, en notant u,, — £ et, pour tout k, u¥ —— ¢;, on a :
n——+oo n—-+oo
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Exemple. Etudier la suite (Ap)nen- définie par :

1 ™
AM = ('(“ 44)
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Proposition. Soit (z,,)nen une suite d’éléments de E = Ey X --- X E,. On peut écrire, pour tout n € N :

1
T, = (xn,...,xfb)

ol les suites (2%),cn sont les suites composantes de (7, )nen-

La suite (z,), converge vers { = ({1,...,£p) si et seulement si :
p
Vk € {1,...,])}, Ty, m}&c

oLo_“
LUV



3 |Comparaison des normes

3.1 Normes équivalentes

Définition. Deux normes N et Ny sont dites équivalentes si et seulement s’il existe «, 3 > 0 tels que :

Vr € B, aNi(z) < Na(z) < BN (2)

Remarque. Cela revient a dire qu’il existe 3,y > 0 tels que :

N2 < N1 et N1 < yNo

Remarque. C’est une relation d’équivalence. T c:n., S‘JVV"}M_?G—/ h"lv-h'h"-

Exemple. Dans K?, les normes || - [[1, || - [[2 et || - [|oc sont deux & deux équivalentes.
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Théoréme (spoiler).

| Si E est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
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3.2 Invariance du caractére borné, de la convergence

Proposition. Si deux normes Nj et Ny sont équivalentes, alors :
e A C F est bornée pour N; si et seulement A est bornée pour Ny

o (Un)nen € EM converge vers £ pour N si et seulement si elle converge vers £ pour Na.
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3.3 Comparer deux normes

Méthode. Comparer N; et Na, c’est regarder s’il existe o > 0 tel que N1 < aNa et regarder s’il existe 8 > 0 tel que
Ny < BN;.

e Pour montrer I’existence de a :

— Si E est de dimension finie, on affirme I'existence de o (sans connaitre sa valeur)

— Sinon, on part de Ni(z) que l'on cherche & majorer en faisant apparaitre N2(x). Une valeur possible du
coefficient o devrait apparaitre.

e Pour montrer qu’un tel « n’existe pas, on cherche une suite (z,,), d’éléments de E telle que, par exemple, N1 ()
soit constante et Na(zx) P 0, ou alors telle que Ni(zy) P +oo tandis que Na(x,) reste constante.
n— o0 n—r o0

Si E = K[X], la suite ne peut pas rester dans un sous-espace de dimension fini K,[X].

Exemple. Dans F = K[X], montrer que les deux normes N; et Npaprécédentes ne sont pas équivalentes.
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42.32

(a) Montrer que 'application :

N:P — Sup |P(x)]
x€[—2,—1]

définit une norme sur R[X].

On considere N’ : P+~ Sup |P(z)|, qui définit aussi une norme sur R[X].
x€[1,2]

(b) On considere I'application f définie sur [—2, 2| par :

—1 s1 —2<x<—1
fle)=< =z si —1<z<1
1 sil<z<?

Justifier I’existence d’une suite de fonctions polynomiales qui converge
uniformément vers f sur [—2,2].

(c) Montrer 'existence d’une suite d’éléments de R| X | convergeant pour N
et N’ vers deux limites distinctes.
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