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Espace vectoriel normé

Dans tout le chapitre, sauf mention contraire :
E désigne un espace vectoriel sur K, éventuellement muni d’une norme | - ||.
K désigne R ou C.

1 Normes

1.1 Définitions

Définition. Une application N : E — R est une norme sur E si et seulement si elle vérifie :
o Positivité : Vo € E, N(z) >0
o Séparation : Vz € E, N(z) =0 = z=0g
o Inégalité triangulaire : Vz,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y)
o Homogénéité : Vo € E, VA € K, N(A\z) = |A|N(z)
Si E est muni d’une norme, on dit que c’est un espace vectoriel normé.

Remarque.

e Lorsqu’il y a un risque d’ambiguité (plusieurs normes possibles), c’est le couple (E,N) qui est appelé espace
vectoriel normé.

o On note en général ||z||, et non N(z), la norme du vecteur x.

o Lorque ||z|| = 1, on dit que x est un vecteur unitaire. Lorsque x # 0, —x est unitaire, de méme direction et
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méme sens que T.



Exemple. Montrer que I’on définit une norme sur K[X] en posant :
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Proposition. Pour tous vecteurs de F, on a :

e [0 =0
o lzll =yl <llz =yl (<l + lyll)
o lzll =yl < llz+yll (<l + [yl
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Proposition. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors la norme sur E induit une norme sur F.
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Définition. On appelle distance associée a || - || 'application :

dLpeA L LN,

d: B2 — Ry
(,y) = lly—=|

o’

Y-

Y

— -

e _

Proposition. Pour tous vecteurs de F, on a :
o d(z,y) =20
* d(z,y) = d(y,z)
e d(z,y)=0 = z=y
o d(z,z) < d(z,y) +d(y,2)

Définition. Soit A une partie non vide de E, et x € E. On appelle distance de =z a A la quantité :

d(z,A) = Inf{||z — a||, a € A}

Remarque. Six € A, alors d(z, A) = 0, mais on verra que la réciproque est fausse en général.
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1.2 Norme euclidienne associée a un produit scalaire

Théoreme.

Si E est un espace préhilbertien réel, et (-, -) désigne son produit scalaire, alors ’application définie par :

2]l = v/ (2, z)

définit une norme sur E, appelée norme euclidienne associée a (-, -).
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1.3 Les normes usuelles
1.3.1 Normes usuelles sur K? Io\z !ﬂ3

Définition. Pour = = (24, ..., xp) € KP, on définit :

P P
]l = z; lzil, 2l = ,/2 wil?, llelleo = Max ||
1= 1=

appelées respectivement les normes 1, 2 et infinie.

Théoréeme.

D - ll2 et |l - floo somt des normes sur K.
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1.3.2 Normes usuelles sur I'’ensemble des matrices

Exemple. Sur M,,,(R), en notant M = (m;;)1<i, on définit :
J<p

1Ml =" lmigl, Mz = Y |mil? = \/or (MTM), M|l = Max |mj|

1<i 1<i ;S
L L i<p
Ji<p Ji<p =

Ce sont des normes.
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1.3.3 Normes usuelles sur I’espace des polynomes

Exemple. Dans E = K[X], on définit pour P = ZaiXi :
i=0

Ni(P) = lai| et Noo(P) = Max |aj]
‘=0 i€{0,...,n}

Ce sont des normes sur E.
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1.3.4 Normes usuelles sur les espaces de fonctions

Exemple. Sur E = C°([0,1],R), on définit pour f € E :

1 1
17 = [ If@lde, Wl = [ @R 1l = Su (7
0 0 z€[0,1]

Ce sont des normes sur F.

Lemme. Pour A partie non vide de R et k € R4 :

Sup{kz, v € A} = kSup(A4)
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Remarque. Hormis cette proposition, on ne peut pas faire de calcul directement avec des Sup. On travaille sur le
« supande ».

Définition. Pour X ensemble non vide, on note B(X,K) 'ensemble des fonctions f : X — K qui sont bornées,
c’est-a-dire pour lesquelles :
M >0, Vo€ X, |f(x) < M

Théoreme.

B(X,R) est un espace vectoriel, que I’on peut munir d’une norme en posant :

[fllco = Sup | f ()]
zeX

Remarque. 1l faut savoir rédiger la démonstration de I'inégalité triangulaire. % l( Z 4_
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1.4 Boules

Définition. Soit (E, |- ||) un espace vectoriel normé, et d la distance associée. Pour a € E et r € R, on définit :

+ la boule ouverte de centre/} et de rayon r > 0 :

B(a,r) ={z € E, d(a,z) <r} — ? 7% q “9(—-0.“()\_9

» la boule fermée de centre et de rayon r > 0 :

BF(a,r)={z € E, d(a,z) <r} = &@,f) ::—@-(a.'r)

¢ la sphére de centref et de rayon r > 0 :

S(a,r) ={z € E, d(a,x) =71}

Remarque. Un singleton est une boule fermée.
Exemple. Représenter la boule B(0,1) dans 'espace vectoriel R muni de sa norme usuelle.
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Exemple. Représenter la boule B(0,1) dans I'espace vectoriel R? muni de ses normes || - ||1, || - ||l2, || - [loo-
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Définition. Soit A une partie de E. On dit que A est convexe si et seulement si :

Ve,y € A, Ve € [0,1], te+ (1 —t)y € A

Proposition. Toute boule B est une partie convexe de F. ({ Z Z
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