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2 Variance |

On s’intéresse maintenant aux seules v.a. réelles.

2.1 Définitions

Lemme. Si X2 est d’espérance finie, alors X est d’espérance finie.

Définition. On note X € L? pour dire que X? est d’espérance finie.

Remarque.
e OnadoncL?cC L.

e Pour X v.a. réelle discréte, on dit que X admet un moment d’ordre p lorsque E(|X|P) < +o00. Dans ce cas, on
appelle moment d’ordre p de X la quantité E(X?).

¢ Admettre un moment d’ordre 1, c’est étre d’espérance finie; et alors le moment d’ordre 1, c’est I’espérance.
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2.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Soit X,Y € L2. Alors :

e XY est d’espérance finie

. |E(XY)| < VE(X?) /ETD).

Remarque. On peut aussi vérifier qu’il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz si et seulement si X et Y sont
proportionnelles presque stirement :

P(X=0=1loudatq PY=aX)=1

On mesure, d’une certaine fagon, les dépendances affines en regardant si on est « loin » de I’égalité dans I'inégalité,
apres centrage.
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2.3 Variance et écart-type

Remarque. Si E(X) est la « valeur moyenne » de la v.a. X, on souhaite controler I'écart entre la valeur de X et cette

moyenne : | X —E(X)|. En pratique, le carré (X —E(X))? est bien plus facilement manipulable et permet de connaitre
la valeur absolue.

Définition. Pour X € L2, on définit la variance de X par :

V(X) =E((X - E(X))*)
— B(X?) - (E(X))?
et I’écart-type de X :

o(X) =4/ V(X)

Remarque.

e On a vu que l’espérance est un indicateur de position des valeurs d’un v.a. La covariance et I’écart-type sont des
indicateurs de dispersion de ces valeurs.

e On dit qu’une v.a. est réduite lorsque sa variance vaut 1.
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Remarque. Pour calculer une variance, on sera amené a calculer E(X?); il sera alors souvent utile de remarquer pour
réaliser ce calcul de série que X(X —1) = X? — X, donc par linéarité de I'espérance, E(X?) = E(X(X —1)) +E(X).
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2.4 Dilatation, invariance par translation, somme de v.a. indépendantes

Proposition. Soit X € L2. Pour tout a,b réels :

V(aX +b) = a® V(X)

V(Xeb) = V(X) Vo Xtb
\/(aX) = az\/(X)
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Proposition. Soit X,Y € L2r MJC':rJM.D(M&S

Alors X +Y € L2 et : V(X +Y) = V(X) + V()

Remarque. Ce résultat se généralise a une somme finie de v.a. indépendantes.

o V(Xe) = E (XY —E(X+0)")
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2.5 Variance des lois usuelles

Proposition.

n?—1

o Si X ~%([1,n]), alors V(X) = IR

e Si X ~ A(p), alors V(X) = p(1 — p).
e Si X ~ %AB(n,p), alors V(X) = np(1 — p).

1—p

e Si X ~¥9(p), alors V(X) = FERE

e Si X ~ Z(N),alors V(X) = A
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3 Covariance

On s’intéresse toujours aux seules v.a. réelles.

3.1 Définition

Définition. Soit X,Y € L?. On appelle covariance de X et Y le réel :

Cov(X,Y) =E ((X — E(X))(Y — E(Y)))
— E(XY) — E(X)E(Y)

Proposition. Si X et Y sont indépendantes, leur covariance est nulle.

Remarque. La réciproque est fausse. Si la covariance est nulle, X et Y peuvent ne pas étre indépendantes. Elles sont
simplement non corrélées.
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3.2 Regles de calcul

Proposition.
e (X,Y)— Cov(X,Y) est une application bilinéaire, symétrique, positive.
e V(X) = Cov(X, X).
o Cov(X +a,Y +b)=Cov(X,Y)
e V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)
e Plus généralement :
V(X1 +- -+ X,) = ZH:V(Xi) +) Cov(X;, X;)

i=1 i#j

:iV(Xi)—FZ > Cov(X;, X))
i=1

1<i<j<n
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