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1.5 Propriétés de I'espérance

Formule de transfert.

Soit X une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X (), a valeurs dans R ou C.

La variable aléatoire f(X) a un espérance finie si et seulement si (f(z)P(X = z)) ex(q) oSt sommable.

On a dans ce cas :
E(f(X))= ) f(@)P(X=x)

z€X(Q)

Remarque. On peut appliquer ce théoréme dans le cas d’une v.a. vectorielle. Par exemple, si X et Y sont deux v.a.
réelles, le calcul de E(XY) reléve de la formule de transfert.
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Exemple. Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs —1,0,1 avec les probabilités respectives %, 5 et g.

Vérifier que E(X?) = T.



Espérance finie par comparaison. Si X et Y sont deux v.a. telles que |X| < Y et Y est d’espérance finie,
alors X est d’espérance finie et :

[E(X)[ <E(Y)
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Linéarité de I'espérance. Soit X et Y deux variables aléatoires discretes réelles ou complexes d’espérances
finies. Alors pour tout A\, u € R, AX + puY est d’espérance finie et :

E\X + uY) = AE(X) + pE(Y)

Remarque. Cela signifie que I’ensemble des v.a. d’espérance finie est un espace vectoriel, et que I’espérance est une
forme linéaire sur cet espace vectoriel.
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Exemple. On (re-)lance deux dés, et on note X la variable aléatoire égale a la somme des numéros qui
apparaissent sur les deux dés. Montrer que X est d’espérance finie et calculer E(X).
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Positivité de I'espérance.

Si X est positive (i.e. & valeurs dans IR+) alors E(X) > 0.

Croissance de I'espérance.
Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles discrétes d’espérances finies telles que X < Y alors E(X) <

E(Y).

Remarque.

e L’hypothése X <Y signifie que, pour tout w € Q, X(w) < Y (w).

. Le résultat reste viai si X < ¥ presque sirement,
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Inégalité triangulaire. Si X est d’espérance finie, alors :

[ E(X) < E(X])

-~



1.6 D’autres propriétés de I’espérance

Proposition. Si X est positive et d’espérance nulle, alors (X = 0) est presque-sir.
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Proposition. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes, d’espérances finies. Alors XY est
d’espérance finie et :
E(XY)=E(X) E(Y)

Remarque. Ce résultat peut étre généralisé au cas de n variables indépendantes et d’espérances finies.
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