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Sommabilité, sommes
'Sommes finies
Quelques sommes finies classiques
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Remarque. On peut en déduire que ZkS =
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en développant (k 4+ 1)* par la formule du binéme et en



1.2 Manipulation des sommes finies doublement indexées

Proposition. Si I et J sont deux ensembles finis et (a; ;)i j)erxs une famille de réels ou de complexes, la
commutativité (et associativité) de addition permet de justifier :

¥ (Sow) - X (S

iel \jeJ jeI \ieJ

Remarque. On parle de sommes triangulaires lorsque les a; ; sont nuls pour i < j par exemple. Dans ce cas :

> (Se) -5 ()

formule qu’il convient de retrouver par le schéma suivant :

J J

n

i J

J

1 1
(@) 1 i n 1 0] 1 ji on i

D’abord, i varie de 1 a n, puis, D’abord, j varie de 1 & n, puis,
pour chaque i fixé, j varie de 1 a 4 pour chaque j fixé, i varie de j a n

Remarque. La distributivité de la multiplication sur I’addition permet d’écrire :

() (5)- 5

el jeJ (i,§)eIxJ
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2 | Ensembles dénombrables

2.1 Parties de N

Proposition. Toute partie de N est finie ou en bijection avec N.




2.2 Dénombrabilité

Définition. Un ensemble A est dénombrable s’il existe une bijection entre A et N.
Un ensemble A est au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Proposition. Un ensemble est au plus dénombrable si et seulement s’il est en bijection avec une partie de N.
Corollaire. Une partie d’un ensemble au plus dénombrable est au plus dénombrable.

Remarque. Dire qu'un ensemble est au plus dénombrable, c’est que l'on peut énumérer ses éléments, via la bijection

de la définition.
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2.3 Exemples et contre-exemples

Exemple. R n’est pas dénombrable.

Exemple. P(N) n’est pas dénombrable.

Lemme. N2 est dénombrable.
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2.4 Opérations sur les ensembles au plus dénombrables

Propositiomf Si Ay, .., A, sont au plus dénombrables, alors le produit cartésien A; x --- x A, est au plus
dénombrable.

Proposition. Toute union finie ou dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.

Proposition. S’il existe une surjection N — A, alors A est au plus dénombrable.
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Proposition. Toute union finie ou dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.
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2.5 D’autres exemples

Exemple. Z, NP sont dénombrables.

Proposition. Q est dénombrable.
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3 Somme d’une famille de réels positifs

3.1 Définition

Définition. Soit I un ensemble quelconque (fini ou infini, voire non dénombrable) et (u;);c; une famille de réels
positifs indexée par I. On définit alors la somme de la famille (u;)icr dans [0, 4+00] = [0, +oo[ U {400}
comme étant :

Zui = Sup{z uj, J partie finie de I}

i€l jeJ

Remarque. On peut étendre naturellement cette définition aux familles (u;)icr ot u; € [0,+00] = [0, +00[ U {+00}.
Proposition. Lorsque I est fini, la somme de la famille est sa somme.

Proposition. Lorsque I = N (et toujours u, > 0 pour tout n) :

+oo
o sila série > u, converge, sa somme g u,, au sens des sommes de séries convergentes, est égale a la
n=0
somme E Up, au sens des familles sommables.

neN

o si la série > w, diverge, sa somme E u, au sens des familles sommables vaut +oco. On peut donc

neN
+oo

raisonnablement noter E Uy = +00.

n=0



3.2 Invariance par permutation

Proposition. Soit (u;);c; une famille de réels positifs, avec I au plus dénombrable, et o une permutation de I,
c’est-a-dire une bijection : I — I. Alors, dans [0, +o00] = [0, +oo[ U {+o0} :

Z Ui = Z Uo (i)

el i€l

Remarque. (a signifie que l'ordre de sommation des familles (au plus dénombrables) de réels positifs n’intervient pas
dans la valeur de la somme.
Proposition. Soit (u;);e; une famille de réels positifs, avec I dénombrable. On peut énumérer les éléments
de I en proposant une bijection: N — [
k — i
Dans ce cas, dans [0, +00] = [0, +o0[U {400} :

“+o00
E U; = E Ug,,
k=0

el



3.3 Sommation par paquets

Définition. Soit / un ensemble. On dit que (I;),cs est une partition de I, ou encore un recouvrement
disjoint de I si et seulement si :

jeJ

Remarque. En toute rigueur, on parle de partition lorsqu’aucun des I; n’est vide.

Théoréme.

Soit (u;)ier une famille de réels positifs, et (I;);jes une partition de I.
Alors, dans [0, +o00] = [0, +oo[ U {+00} :

dow=) (2w

il jeJ \iel,

Remarque. En pratique, on dit que I'on a sommé en faisant des « paquets », les sous-familles (wi)ier,-



3.4 Théoréeme de Fubini positif

Théoreme.

Soit I,.J deux ensembles et (u; ;) jyerxs une famille de réels positifs.
Alors, dans [0, +o00] = [0, +00[ U {400} :

=(Sw) -2 (Sw)

iel \jeJ jeJ \iel

et ces sommes valent E Us,j-
(i,5)€IxJ

Remarque. II s’agit simplement de sommer par paquets, avec des paquets naturels.

SNV




3.5 Opérations

Proposition. Soit (u;)icr, (vi)ier deux familles de réels positifs, indexées par le méme ensemble 1.
Alors, pour A, u € Ry, dans [0, +o0] = [0, +oo[ U {400} : Ao d‘:flc .

Z()\ui + pv;) = )\ZUH-MZW

i€l iel iel

Proposition. Soit (u;)icr, (vi)ier deux familles de réels positifs, indexées par le méme ensemble I.
Si, pour tout ¢ € I, 0 < u; < v, alors, dans [0, +oo] = [0, +oo[ U {+0c0} :

Zui < Zvi

i€l i€l

Proposition. Soit (u;);c; une famille de réels positifs. Soit J C I une partie de I.
Alors, dans [0, 4+00] = [0, +00[ U {+00} :
Dui<y w

i€J i€l



3.6 Sommabilité d’une famille de réels positifs

Définition. Soit (u;);c; une famille de réels positifs.
On dit que (u;);es est sommable si et seulement si Z u; < 4o00.
iel
Proposition. Si (u;);cr est une famille sommable de réels positifs, alors le nombre d’éléments > 0 de la famille
est au plus dénombrable.
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4 | Familles sommables de réels quelconques, ou de complexes

4.1 Définitions

Définition. Soit (u;);c; une famille de nombres réels ou complexes. On dit que (u;);c; est sommable si et
seulement si (|u;|)icr est sommable, i.e. :

(ui)ier est sommable <= Z |4 <koo

i€l

Définition. Soit (u;);e; une famille sommable de nombres réels. On définit sa somme comme :

— + - —_—
D= ul =D RS :_u;+,_a-
i€l i€l i€l N
-~

ot u;” = Max(u;,0) et u; = Max(—u;,0). \’(‘(‘ ‘ '-.—M;& + &3

1l s’agit d’une définition théorique, jamais utilisée en pratique. Pour le calcul effectif, on décrit les u; en

Z u; = ZRe(ui) +i Zlm(ui)

i€l i€l iel

Remarque. Lorsque la famille (u;)ien est indexée par N, elle est sommable si et seulement si la série Y u; converge
+oo
absolument. Dans ce cas, sa somme est la somme de la série Z Un.
n=0
Proposition. Soit (u;)ic; une famille de réels ou complexes, et (v;); une famille sommable de réels positifs. Si,
pour tout @ € I, |u;| < v;, alors (u;);ecs est sommable.
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4.2 Invariance par permutation

Proposition. Soit (u;)ic; une famille de réels ou de complexes, et o une permutation de I. Alors (u;)icr est
sommable si et seulement si (ug(i))ie 1 Uest. Dans ce cas :

Z Ui = Z Ue (i)

iel i€l

4.3 Sommation par paquets

Théoréme.

Soit (u;)ier une famille de réels ou complexes, et (I;) e une partition de I. On suppose (u;)ier sommable.

Alors :
D= (D w

iel jeJ \iel,

Attention. Pour appliquer ce théoréme, Il faut d’abord justifier la sommabilité de (u;)ic1, par exemple en montrant

quez Z|u,| < 400.

jeJ \i€l;

4.4 Théoréme de Fubini

Théoreme.

Soit I, J deux ensembles et (u; ;)i j)erxs une famille de réels ou complexes. On suppose (w; ;) (i j)erx.s

sommable. Alors :
> (Ko - X (D)

iel \jeJ jeJ \iel

et ces sommes valent E W, o
(i,9)€IxJ

Remarque. Il s’agit simplement de sommer par paquets, avec des paquets naturels.
Attention.  Pour appliquer ce théoréme, Il faut d’abord justifier la sommabilité de (ui ;)i jycrxs, par exemple en

montrant que Z <Z |u¢,]‘|> < +o00, ou l'autre.

iel \jeJ



Proposition. Si (a;)icr et (b;)jcs sont deux familles de réels ou complexes sommables, alors (a;b;) i j)crx. est

sommable et :
Z Cbibjz <Zaz)(§b])
J

(4,4)€IxJ icl
Ce résultat s’étend au produit d’un nombre fini de familles sommables.

Remarque. La proposition précédente, dans le cas de familles indexées par N, est le résultat « produit de Cauchy » de
séries absolument convergentes, avec des paquets bien choisis pour la famille doublement indexée.
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4.5 Opérations, espace ('(])

Proposition. Soit (u;)ier, (v;)ier deux familles de réels ou complexes, indexées par le méme ensemble I. Soit A
et pu deux scalaires. On suppose que (u;);er et (v;);er sont sommables. Alors (Au; + pv;)ier est sommable

et :
Z(Aui—kuvi) = )\Zui—kqui

i€l iel i€l

Définition. On note £*(I) I'espace vectoriel des familles sommables indexées par 1.

Remarque. Il s’agit, selon le contexte, du C-espace vectoriel des familles sommables de complexes indexées par I, ou
alors du R-espace vectoriel des familles sommables de réels indexées par I.
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