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4 |Développement en série entiere en 0 d’une fonction d’une variable réelle

4.1 Deéveloppement en série entiére d’une fonction

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R contenant 0.
On dit que f est développable en série entiére sur |—r,r[ ou admet un développement en série
entiére si et seulement si |—r,r[ C I et il existe une série entiere > a,z™ de rayon de convergence R > r
telle que :

Vo €]-rr], f(z)= Zanz

Remarque. Souvent, on ne précise pas la valeur de r > 0, on dit simplement que f est développable en série entiére au
voisinage de 0 ou en 0.

Remarque. La fonction f peut étre définie sur un intervalle plus grand que |—R, R[ ou [-R, R].
En revanche, si f n’est pas continue en x¢ # 0, alors R < |zo|-
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Proposition. Si f admet un développement en série entiere au voisinage de 0, alors il est unique.
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Proposition. Soit f une fonction qui admet un développement en série entiére > a,z™ au voisinage de 0.
e Si f est paire, son développement en série entiere est pair : Vp, agp+1 = 0.

e Si f est impaire, son développement en série enticre est impair : Vp, as), = 0.
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4.2 Série de Taylor d’une fonction C*®

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R contenant 0. On suppose f de classe C*.
On appelle série de Taylor de f la série entiere :
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Proposition. Si f admet un développement en série entiére sur |—r, [, alors f est de classe C* et elle coincide
sur |—r,r[ avec la somme de sa série de Taylor :

X
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n=0

n:

Remarque. Attention! Une fonction peut étre C> sans admettre de développement en série entiére.
Attention! Une fonction peut admettre une série de Taylor convergente, sans pour autant coincider avec la somme
de cette série.
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Exemple. La fonction f: R — R prolongée par continuité en 0 admet-elle un développement en série
- a

r = e 2
entiere au voisinage de 07
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4.3 Pour montrer qu’une fonction admet un développement en série entiere en 0

4.3.1 Opérations sur les fonctions développables en séries entiéres

Proposition.

o Si f et g admettent des DSE qui sont respectivement Y a,z™ et Y. b,z™, alors Af + g admet un DSE
qui est :

Z(Aan + pby)x™

Le rayon de convergence a été précisé précédemment.

e Si f et g admettent des DSE qui sont respectivement Y a,z™ et > b,z™, alors fg admet un DSE qui est
le produit de Cauchy des DSE de f et g :

(Sor) (S

Le rayon de convergence a été précisé précédemment.

e Si f admet un DSE qui est > a,z™, alors f est dérivable, f’ admet un DSE qui est :

E nap,z" !

n>1
Les rayons de convergences sont égaux.

e Si f admet un DSE qui est > a,z", alors les primitives de f admettent un DSE qui sont :

an n+1
K+Zn+1x

Les rayons de convergences sont égaux.
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4.3.2 \Utilisation de la formule de Taylor avec reste intégral

Rappel : formule de Taylor avec reste intégral. Si f est de classe C"! sur un intervalle I contenant 0, alors
pour x € I :

Z f(k (0 / (z — f(n-i—l)(t) dt

Ry (z)

Proposition. Avec les notations précédentes, pour f de classe C*°, f admet un DSE(0) si et seulement si

R, (x) e 0 sur un voisinage (non vide) de 0.
n—-+oo

Remarque. C’est un résultat plutét théorique. Méme si on I'utilise dans I'exemple suivant, I'utilisation du formulaire
u § 4.3.4 est plus efficace, comme c’est le cas dans la recherche de développements limités.

ple. Montrer que la fonction exponentielle est développable en série entiere sur R, et que pour tout z € R :
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4.3.3 Utilisation d’une équation différentielle

Exemple. Pour a € R, montrer que la fonction = +— (1 4 ) est développable en série entiére sur | — 1, 1], et
que pour tout x €] — 1,1 :

= — a—n
(1 + JC)D‘ _ Z Ol(Oé 1) . n'( + 1)$n
n=0

Remarque. Lorsque o est un entier naturel, la fonction est un polynéme et sont développement en série entiére est
obtenu par la formule du binéme, et est valable sur R.
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4.3.4 Formulaire

Les développements issus de I’exponentielle (Rayon +c0).
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Les développements issus de la série géométrique, de (1 + z)* (Rayon 1).

= Z pour tout z €] — 1, 1]
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4.4 Calcul de la somme d’une série entiére

Pistes.

o Connaitre le formulaire du § 4.3.4! ?Q) L 2o G o&

¢ Reconnaitre des combinaisons linéaires (parfois aux premiers termes prég de SE du formulaire.

o Reconnaitre des dérivées de SE connues. En particulier, pour |z| <1 :
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1 1
o Ne pas hésiter & factoriser par z, 2 ou alors i) pour x # 0 pour ajuster le degré de x.

e On peut dériver S(z) en S’'(z), S”(x) et faire apparaitre une SE connue ou une équation différentielle
satisfaite par S(z).

¢ Sion connait une relation de récurrence satisfaite par les a,,, on multiplie par ™ et on somme ces relations,
pour obtenir une équation fonctionnelle satisfaite par S(z).

Exemple. Déterminer la somme des séries entieres suivantes :
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Exemple. Déterminer la somme des séries ¢

S0 L-.q (KCZV\O(%M‘\’-‘/()

n=0

=+ “ 0
OM Conmell Z w = A = (4= ) J/\LGD-!, i C
Uz o

A-w
ten Jiasirat &y,
2 ;Nm -
=4 )"
o Aroe an —I|

P el L ZMqLM: w Dt



Exemple. Déterminer la somme des séries ¢
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