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2 Opérations sur les séries entiéeres

2.1 Loi externe

Proposition. Soit Y a,2™ une série entiere de rayon de convergence R.
Pour A # 0, Y Aa,z™ a pour rayon de convergence R et, pour tout z tel que |z| < R :
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2.2 Somme de deux séries entiéres

Proposition. Soit Y a,z™ et Y b,2™ deux séries enticres, R, et R} leurs rayons de convergence respectifs.

e Si R, < Ry alors > (ay + by)2z™ a pour rayon de convergence R = R, < Ry
e Si R, = Ry alors le rayon de convergence de Y (an + by)z"™ vérifie R > R, = Ry

Dans tous les cas, pour |z| < Min(R,, Rp) :
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Interprétation graphique lorsque R, < R;.
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2.3 Produit de Cauchy

Définition. Soit Y anz™ et Y bpz™ deux séries entiéres. On définit leur produit de Cauchy comme étant la

série entiére Y ¢, 2™ ol :
n
Yn, ¢, = E apbn,_1 = E a;b;
k=0 i+j=n

Remarque. Cela correspond, a z fixé, au produit de Cauchy des séries numériques.

Proposition. Soit R, et R, les rayons de convergence respectifs de > a,z" et > b,2", et R, le rayon de
convergence de Y c¢,z™ leur produit de Cauchy. Alors :

R. > Min(R,, Rp)

et pour tout |z| < Min(R,, Rp) :
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Exemple. Effectuer le produit de Cauchy de 3 2™ avec elle-méme.
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Exemple. Effectuer le produit de Cauchy de > 2™ avec elle-méme.
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3 |Régularité de la somme

3.1 Mode de convergence des séries entiéres réelles

On s’intéresse & une série entiére de variable réelle Y a,z™ et on note R son rayon de convergence.
Remarque. On a déja dit la convergence simple sur l'intervalle ouvert de convergence |— R, R].

Théoreme.

‘ > ana™ converge normalement sur tout segment [—a,a] C |—R, R].

On dispose plus généralement du résultat suivant :
Proposition. > a,2" converge normalement sur tout disque fermé de centre 0 contenu dans le disque ouvert
de convergence.
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Exemple. Déterminer les domaines de convergence simple, uniforme, normale pour :
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3.2 Continuité de la somme des séries entiéres

Théoréeme.

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R.
+o0

Sa somm§z — Y a,z™ est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R, R].
n=0
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On dispose plus généralement du résultat suivant :
Proposition. Si Y a,2" est une série entiére de variable complexe, de rayon de convergence R, alors sa somme
est continue sur le disque ouvert de convergence.

Preuve. Résultat admis. O
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3.3 Reésultat au bord de I'intervalle de convergence pour la somme des séries entiéres réelles

Remarque. Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.
Y 8

+oo
e Si R = +o00, on sait déja que sa somme x — y anz" est continue sur I'intervalle |—oo, +-00].
n=0
+oo
e SiR< +ooetsi)y, |an|R™ converge, alors sa somme x + Y anx" est continue sur l'intervalle [—R, R).
n=0

Théoreme d’Abel radial.

Soit ) an,x™ une série entiére de rayon de convergence R € RY.
Si la série numérique Y a,, R"™ converge, alors :

—+oo —+0o0
Z apx" —— Z apR"
n=0 SR 520

Corollaire. Si ) a, converge, alors :
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E apx” — E an
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3.4 Primitives/intégrales de la somme des séries entiéres réelles

Proposition. Soit Y a,z™ une série entiere de rayon de convergence R.
Pour tout [a,b] C]—R, R :
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Corollaire. Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.

+oo
Une primitive de sa somme S : 2 +— > a,2" sur |—R, R est :

n=0
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qui est obtenue par primitivation terme a terme. Son rayon est R.
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3.5 Dérivabilité de la somme des séries entiéres réelles

Théoréme.

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R.

+o0
Sa somme S : z — Y. anx™ est de classe C! sur l'intervalle ouvert de convergence |—R, RJ.

n=0
De plus, pour tout = € |—R, R| :

“+o00 +oo
S'(x) = Z napz" ! = Z(n + Dayr1z™
n=1 n=0
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Corollaire. Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.

—+o00
Sa somme S : z— Y. a,z™ est de classe C* sur I'intervalle ouvert de convergence |—R, R].
n=0

De plus, pour tout x € |—R, R :
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S (1) = Z nn—1)...(n —k+ a,z""*
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=Y (n+k)(n+k-1)...(n+ Danpa”
n=0
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Exemple. On considere f : x+— g -
E— n!
n=0
Montrer que f est de classe C* sur R, calculer f’(x) et en déduire I'expression de f(z).
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Exemple. Montrer que g : = +— ¢

'Vué|ﬂ\{°s

se prolonge en une fonction de classe C*° sur R
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ie entiere de rayon de convergence R > 0, et S sa somme.

Proposition. Soit Y a,z™ une série e
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Corollaire (Unicité des coefficients d’une série entiére).  Soit Y a,z" et > b,z" deux séries entiéres de
rayons respectifs R, et Rp. On suppose que leurs sommes coincident sur un intervalle ouvert non vide :
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dp, 0 < p < Min(R,, Ry) t.q. Vt €] — p, p|, Zant” = Z b, t™
n=0 n=0
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Vn €N, a, = by

Alors les séries entiéres sont identiques :
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