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1 Rayon de convergence

1.1 Définitions

Définition. On appelle série entiére toute série de fonctions Y. f, ou, pour tout n € N, il existe a,, tel que
- n>0
fn x> azx™.
Remarque. Les a,, déterminent complétement la série entiére.
Lorsque (an)nzn, n’est définie qu’a partir d’un certain rang, on convient que les premiers termes sont nuls, et on
note Y. anx™ la série entiére associée.
nzng
Convention. Lorsque la variable est réelle, on la note = et ) a,x™ est la série entiére de variable réelle z.
Lorsque la variable est complexe, on la note z et Y a,2™ est la série entiére de variable complexe z.

1.2 Convergence d’une série entiére

Lemme d’Abel.

Soit zp € C* tel que la suite (a,z{), soit bornée.
Alors, pour tout z tel que |z| < |zo], la série numérique Y a,,2" converge absolument.

Remarque. Ainsi, si (anz{)n est bornée, alors 3 anz™ converge absolument sur le disque ouvert D(O, |zo]).
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Définition. On appelle rayon de convergence d’une série entiere la quantité :

R =Sup{p € Ry t.q. (anp™)n est bornée} € Ry U {+o0}
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Proposition. Soit > a,2" une série entiére, et R son rayon de convergence. Pour z € C, on a :

e Si|z| < R, alors > a,z" converge absolument.
n>0

e Si|z| > R, alors (a,2™), n’est pas bornée et > a,2" diverge grossiérement.
n=0

e Si |z| = R, on ne peut rien dire concernant la convergence de Y anz"
n=0
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e R=+o00sietssi). a,z™ converge pour tout z € C.

o Y anz™ et Y |a,|z™ ont le méme rayon de convergence.



Définition. Pour une série entieére complexe de rayon R, on appelle disque ouvert de convergence :
D(0,R) ={z€Ct.q. |z| <R}
et on définit sur D(0, R) la somme de la série entiere : S : D(0,R) — C
+o00
z = Y apz"
n=0
Le cercle C(0, R) s’appelle le cercle d’incertitude.

Interprétation graphique dans le cas > a,,2".

(anz™)n non bornée
et
> anz" diverge grossiérement

/ [cercle d ’incertitudej

(disque ouvert de convergence]

(anz™)n bornée
et
anz" converge absolument

0




Définition. Pour une série entiere réelle de rayon R, on appelle intervalle ouvert de convergence :
|-R,R[ = {z € R t.q. |z| < R}
et on définit sur |—R, R[ la somme de la série entiére :
S:]-R,R[ — R
+00

T =y apa”

n=0

Interprétation graphique dans le cas ) a,z".

(anz™)n bornée
et
>~ anz™ converge absolument

o
oy

(anz™)n non bornée (anz™)n non bornée
et et
Za-nx" diverge grossiérement U*Ry RJ : intervalle ouvert de convergence] S anax™ diverge grossiérement

Remarque. L’étude de la convergence sur le cercle d’incertitude n’est pas un objectif du programme. Précisons tout de
méme que, si on note D le domaine de convergence de Y anz™, on a :

D(0,R) C D C D(0,R)



Exemple. Etudier la convergence en z =1 et z = —1 des séries entiéres suivantes :

n n

> > >
z . )

n n

Quels sont les rayons de convergence de ces trois séries entieres ?
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1.3 Détermination pratique du rayon de convergence

1.3.1 Quelques situations fréquentes

La connaissance de la convergence pour certaines valeurs de z nous renseigne souvent suffisamment pour déduire

la valeur de R. Précisons :
Proposition.

e Sipourun zp € C, Y a,z{ est convergente, alors zgp € D(0, R) i.e. R > |z
e Sipour un zg € C*, Y a,z{ n'est pas absolument convergente, alors zop ¢ D(0, R) i.e. R < |2].

e Sipourun zg € C, Y a,z{ est semi-convergente, alors zp € C(0, R) i.e. R = |zo].

Remarque. En pratique, on applique souvent la proposition précédente avec zo réel.
Exemple. On note a, le n-iéme chiffre de 'écriture décimale de /2. Déterminer le rayon de convergence de
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et
Proposition. / e

e Si pour un p > 0, (a,p™)n est bornée, alors R > p.

e Si pour un p > 0, (a,p™)n n’est pas bornée, alors R < p

1.3.2 Comparaison asymptotique et rayon de convergence

Exemple de référence. On a:

R(Zna:c”) =1
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Proposition. Soit Y a,z™ et Y b,2" deux séries entitres, R, et Ry leurs rayons de convergence respectifs.
e Sian=0(bn),alors Ro > Ry, e Q,, = ar(b“ )
e Si, & partir d’un certain rang, |a,| < |byl, alors R, > Ry.

« Si |an| ~ |b'n|7 alors R, = R.
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Exemple. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

Z Zantl +Z,7; 1 Zln(l +n)z"
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Remarque. On aura, au § 4.3.4, un formulaire donnant le rayon de convergence des développements en série entiére de
référence.




1.3.3 Rayon de 3" na,z" K(Z n 0‘,‘.\ z(u ) — @ (qu\ 2“)

Proposition. Les séries entieres Z anz" et En ont le méme rayon de convergen
Remarque. O n déduit que les Zn2 ",y 42" ete. ont t utes le méme rayon de convergence que Y anz"
Voir au § 3.5 le théoréme d dérivation terme a terme d ies entiéres.
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1.3.4 \Utilisation de la régle de d’Alembert

Reégle de d’Alembert pour les séries entieres. KPM be‘f"“j
a 1
Soit Y anz™ une série entieére avec a, # 0 pour tout n. Si R N {, alors R = —.
a, | n—+oo y4

Remarque.

o Cette méthode est commode lorsque a,, est une fraction rationnelle, ou une exponentielle, ou contient des facto-
rielles. Elle est peu adaptée aux cas ou an est défini par cas ou de fagon un peu abstraite.

e Lorsque ¢ = 400, R =0; lorsque £ =0, R = +o0.

e Lorsque la suite (an)n s’annule, on peut envisager d’utiliser la régle de d’Alembert pour les séries numériques, a
z # 0 fixé.

o Souvent, la détermination du rayon de convergence peut se faire sans utiliser la regle de d’Alembert.

Exemple. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :
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Exemple. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

Qop = 22n
. . n =
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ant1 =1
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