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Remarque. II s’agit d’une simple extension du théoréme relatif aux suites de fonctions.

400 —uat too o—u
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):/0 \;T_ldtetondonne: ﬁdu:2/0 e dv = V.

0
1. Déterminer la limite de f(x) pour z — +o00. Donner un équivalent pour z — +oo.

2. Déterminer un équivalent de f(z) pour x — 0.
= B w>0 frvc.
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2 | Dérivation

Remarque. FEtudier les variations d’une fonction f, c’est comparer f(z) et f(y) pour z < y. On peut souvent le faire
en comparant les intégrandes h(zx,t) et h(y,t).
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2.1 Classe C!

Théoréeme.

Soit A et I deux intervallesde R, et h: AxI — K
(z,t) +— h(x,t)
Si :
e pour tout z € A, t — h(z,t) est cpm et intégrable sur I ;
o pour tout t € I, z +— h(z,t) est de classe C! sur 4;

oh
e pour tout z € A, t — 8—(x,t) est cpm sur [ ;
T

oh
o — satisfait 'hypothese de domination : il existe ¢ telle que

oz
'g—z“ﬁ)‘ <) Yz t)e AxI

ol p(t) est intégrable sur I et indépendante de z.

Alors :

o la fonction : f : z — /h(z,t) dt est de classe C! sur A;
I

o pour tout z € A: f'(z) = / a—h(av,t) de
I Ox

Remarque. L’hypothése de domination est I'hypothése fondamentale. Elle justifie aussi I'intégrabilité de g—h(az, t).
_— x

Remarque. L’intégrabilité de t — h(z,t) est souvent conséquence de la domination du théoréme de continuité.



too
Exemple. On reprend f(z) =/ e cos(wt) dt.
0

Etudier la dérivabilité de f puis donner une expression simple de f(z).
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On pose, pour tout z de ]0,4o00[ et pour tout ¢ de |0, 400 :

flz,t) = e

)M/Démontrer que la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur |0, 4o00].

On pose, pour x € |0, +o0],

+o0
I'(z) = / e v lat
0

(b) Démontrer que, pour tout z de |0, +o0[, I'(x 4+ 1) = zI'(z).

(c) Démontrer que I' est de classe C! et exprimer I (z) sous forme d’intégrale.
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Raisonnement classique. La dérivabilité, la classe C' sont des notions locales. On peut donc appliquer le
théoréme précédent localement, par exemple sur tout segment de A.
1
t—1
Exemple. Pour z € ]—1,400[, on pose f(z) = / mt“ dt.
0
Montrer que f est de classe C! sur ]—1,+oo], et donner une expression de f’(z) a 'aide des fonctions
usuelles. En déduire une expression de f(x).
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2.2 Extension a la classe C*

En itérant le théoreme de dérivation k-fois, on peut justifier le résultat suivant :

Théoreme.
Soit A et I deux intervallesde R, h: AxI — K et k € N*.
(z,t) — h(z,?)
Si :

o pour tout x € A, t — h(z,t) est cpm et intégrable sur I ;

o pour tout t € I, x > h(z,t) est de classe C* sur A;

OPh
o pour tout p € {1,...,k— 1}, pour tout =z € A, t — 8—p(m,t) est cpm et intégrable sur [ ;
s

)
. % satisfait I’hypotheése de domination :
I
oFh
Dk (z,t)] < p(t) V(xz,t) € Ax I

ol p(t) est intégrable sur I et indépendante de z.

Alors :

o la fonction : f : x — /h(x,t) dt est de classe C* sur A;
I

P
o pour tout p € {1,...,k}, pour touthA:f(p)(ac)z/%(x,t)dt
7 0T
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