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Intégrales a parameétre
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1 Continuité

1.1 Continuité des intégrales a parameétre

Théoreme.

Soit A et I deux intervallesde R, et h: AxI — K
(z,t) —  h(z,t)

Si :

o pour tout ¢ € I, x + h(z,t) est continue sur A;

A ; z
o PO tOTt T At t)-ostcantinue-par-rrorceanx Sur 1

o h satisfait 'hypothése de domination : il existe ¢ telle que
[h(z,t)] < @(t) V(z,t) € Ax T
ou p(t) est intégrable sur I et indépendante de x.
Alors :

o pour tout x € A, Papplication ¢ — h(x,t) est intégrable sur I

o la fonction : f : z / h(z,t) dt est continue sur A.
I

Remarque. L’hypothése de domination est vraiment I’hypothése fondamentale de ce théoréme.
L’application de ce théoréeme permet de justifier en particulier que f est définie sur A. Mais ’analyse menée lors de
Iétude de la convergence de 'intégrale fournit en général les clefs de la domination.

+o00o
Exemple. On note f(z) = / et cos(xt) dt. Donner le domaine de définition de f, et étudier sa continuité.
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Remarque. Lorsque I'intégrale n’est pas généralisée, on peut utiliser comme fonction dominante une fonction constante.

1

Exemple. Pour z € R, on pose f(z) = / cos(zt) dt. Montrer que f est définie et continue sur R.
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Raisonnement classique. La continuité étant une propriété locale, on peut appliquer le théoréme précédent
localement, par exemple sur tout segment de A.

Remarque. On ne peut pas modifier I'intervalle d’intégration! Le caractére « local » porte bien sur la variable x, pas
la variable d’intégration t.

e "tsint
dt est continue sur |0, +oo].
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Exemple. Montrer que f : =+ /
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1.2 Limite des intégrales a paramétre

Théoréme de convergence dominée a paramétre continu.

Soit A et I deux intervalles de R, a une borne de A éventuellement infinieet h : AxI — K
(z,t) +—  h(z,t)
Si

e pour tout t € I, h(z,t) —— £(t);
r—a
o porr-tonta-crAt—rh{rt ettt Somtcontimes—par-morceatesur—=+;
o h satisfait ’hypothese de domination : il existe ¢ telle que
|h(z,t)| < p(t)  V(z,t) € AxI

ol p(t) est intégrable sur I et indépendante de z.
Alors :

o [ est intégrable sur I

. /1 b, 1) dt —> /1 o) dt
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Remarque. II s’agit d’une simple extension du théoréme relatif aux suites de fonctions.

+o0 e—zt +oo e U +o0 5
Exemple. On note f(z) = / ———dt et on donne : / —du = 2/ eV dv=m.
Exemple 0=, Vi VoA A vr

1. Déterminer la limite de f(x) pour x — +o00. Donner un équivalent pour x — +o00.

2. Déterminer un équivalent de f(z) pour x — 0.

Existonde {6

Ut
K e WX A = = o,

RYY N b ‘
o 2N

« Mee Dot~ (C,

e
'\'\F' -
L £

m-—-ﬁrﬁg

% dowers: ¥xe [7 4ol , e JoreC

\/&(.'x":)| = <




