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7 |Intégration

7.1 Intégration sur un segment/primitivation et convergence uniforme

Théoreme d’interversion limite-intégrale par cv uniforme sur un segment.

Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur un segment [a, b].
Sic:

e (fn)n converge uniformément vers f sur [a, b],
e [a,b] est un segment,
o les f,, sont continues.

alors :

b
o la suite (/ fn(t) dt) converge,
a

n

: bfn(t) dt —— bf(t)dt
/ /

n—-+o0o




7.2 Intégration sur un intervalle quelconque — Convergence dominée

Théoréme de convergence dominée.

Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur un intervalle I.

Si:
(fn)n converge simplement vers f sur [ ;
(fn)n satisfait 'hypothése de domination : il existe ¢ telle que :
Yn €N, Vz € I, |fn(z)| < p(z)
ou ¢ indépendante de n et intégrable sur [ ;
e les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur I. )
alors :

o les fonctions f, et f sont intégrables sur I,

o la suite ( / fn(t) dt> converge,
I n

. /Ifn(t)dtm/lf(t)dt

[eubm(& pd‘lM %Mz‘furzﬂ
Wt (av»(a&rdu\fw tom Y

Remarque.

e La 3° hypothese, de régularité, n’a pas I'importance de I’hypothése de domination, qu’il faut nommer et sur laquelle
il faut insister lors de 'utilisation de ce théoréme.

o La fonction dominante ¢ est bien-sir positive (elle majore |frn|) et continue par morceaux (elle est intégrable).
C’est sur son intégrabilité qu’il faut insister.

e Lorsque I est un segment, on peut prendre une fonction dominante constante.

o Il est fréquent que, a t fixé, (f»(t))n soit positive et monotone.

— Lorsqu’elle décroit, fi peut étre choisie comme fonction dominante;

— Lorsqu’elle croit, la limite f peut étre choisie comme fonction dominante.
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4
Exemple. Déterminer la limite de la suite de terme général I, = / tan” z dz.
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Exemple. Mettre en évidence I'importance de ’hypotheése de domination en considérant la suite de fonctions
définie par :

n’x si0 <
falz) = dn(2—nz) silg
0 sinon
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Exemple. Montrer que :
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Remarque

+oo

e dg = V3

. On peut connaitre la valeur /
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