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Intégration sur un intervalle quelconque

Intégrales généralisées sur [a, +00|

Dans cette section, a désigne un réel fixé

1.1 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

si elle est continue par morceaux sur tout segment de [

N

Définition. Soit [ un intervalle, et f : I — K. On dit que f est continue par morceaux sur [ si et seulement

Exemple. Les fonctions suivantes sont-elles continues par morceaux sur U'intervalle |0, 1]
. 1
f1 e g p

f3: :1cr—>sinl
: 1
for x> xsin g

o @

.n A

wawfltl?

- 2D qg- (a°=o/ Oq - -- )
\
_ l t S _— ‘e"’“\ .
2 54 - %17‘&,0"[ AR X—-«



A T"”CP"* o~ [21)

5’L e ,:o\‘[;) C'Doz't]

fi otin e [0D) Do cpue am bt [n1)e]e)
AA’*& C,Vw\ lr~— :)0‘4(]-

Otmrv‘e’l{s S\'«g Coabiim n T bl
abr { o T

fz"')%'@——»‘( 33: [:a,r]') —
Xl— &~ %\—’X\\Na B
o N nceo




%p'm‘a 70,4*(&.;&:.@-\0&&;6
doe D w2 e cpm

ka: N 44 ) ’y“’e"“*rf J« 1 oulinnds 0O
[ZJ Y e Fb pbegie ab Cpo mTo1) ]

o A Lng a
M Mm
A
1 ), °
/{/Z )___.o
}—o
i
- r 1 ( £ D
41 4 .
i 1 1
w3 2

Y 0/ £u["‘\'; —/L £ A = e
[4)% 3. F
— O



A‘:ﬂ ‘A &‘\ra;:b U S'Vj?t‘/\‘c/l\:- a.o‘o-,gt'(lf
JQJL /&CACUJ /l\ﬂhg‘/wi .
Sz (@, 4. - en) cpmdet,

£)3ao,a4C R

fl( CosTn o~ (".W"W'C-C.M st~ 1) 7
S (e, ) cdeq) (a>o)

;Tf_(r”_, /lzf/l) 21V e pldine A

L) Comlants =oaf.

g&(ﬂ%% C



Proposition. Les fonctions continues sont continues par morceaux.

Proposition. Les fonctions continues par morceaux sont localement bornées, i.e. :
Voo € I, 37 > 0 t.q. fljzg—n,ze+n] DOTNéE

ou encore :
Vzg € I, In >0, IM > 0 t.q. Vz € Jxg —n,zo + 1, |f(x)| < M



1.2 Intégrale convergente, intégrale divergente

Définition. Soit f : [a, +oo[ — K une fonction continue(par morceaux.) On dit que I'intégrale généralisée :

& /'/U c /a_)+00 f)de Z.uu
n

x
converge (ou existe) si et seulement si x — / f(t) dt admet une limite finie ¢ lorsque z — +o0o. Dans ce
cas, on note : ¢

+oo _*_.:
/ ftydt =¢ 2 Y

On dit que 'intégrale généralisée diverge sinon. U-e

x
Remarque. L’intégrale / f(t)dt pourrait étre appelée « intégrale partielle » de I'intégrale généralisée.
Interprétation géomégrique :

Y

T

/a " p(e)at

Caracteére local de la convergence. Soit f : [a,+00[ — K une fonction continue par morceaux. La convergence

—+o0
de l'intégrale généralisée / f(t)dt ne dépend pas du choix dans [a,+oc[ de la borne d’en bas.

Remarque. Ainsi, on peut dés maintenant retenir que la convergence d’une intégrale généralisée en +oo dépend
seulement du comportement de I'intégrande au voisinage de +00.
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Exemple. Les intégrales suivantes sont-elles convergentes ?

Remarque. Les techniques d’étude de convergence seront étudiées un peu plus loin, et consisteront principalement a
comparer l'intégrande a des fonctions de références. Pour les exemples qui précédent, on travaille sur I'intégrale
partielle, en revenant a la définition, ce qui ne sera pas le réflexe a avoir. 1l s’agit en effet d’exemples (rares en
pratique) ot I'on peut exprimer une primitive de l'intégrande & ’aide des fonctions usuelles.

—+o0 1
/1 7 o £i— el Coubele ((pf M) SN ]:’((7"“(_

L‘Z

(ol ane K gg'n.era@a&e o~ e

I).v‘ﬁfﬁ(‘?& 1‘0’4\.‘;0@( v
A
Sq E"'OU/ [ } 3—94‘

N—=1>o
¥ N

1 1 t

0 (\M%m—e\ 1&«»\/‘-&& Lu %‘d‘(“— ‘:&«t")4k=&n

—_—
k"‘\-hﬂ-

A&rm ﬁauémga ) d}\k,cés:g

—H—ool
/1 O i L ul Canliane (?:\r wex) AMC4,+¢~C

dt

—+o0
/1

Sl=

[ 2 V&)

—+o00 1
/0 e ¢ E1— /{—1—;,7- LV Cubl. ((rw kaee) e C“('i"“c

o gl 7mcn&c J

.
LA-sbbmi')\ -E\‘

okl

AL



— 400
1 .
—dt d JIN]
/0 1+t

_)+O°L
o o b b%:"_ Gubn (o vee) [ 40 [

o ool gantiill : f e [sn)]),
- BA(@J—«%)

— s 1+
w4 oo

o ,Q‘m'amm 2l Aecmati

—+o0 01% . —
/0 el dt « b— < eanlbin A~ [8 +o(

Y4
3 "
o Tk, (”wt/ﬂl, / efd - l:i-@‘a:)o ,’{M K£O
0

[ &7}
- ;’:- e ~4)
" A" ’(:O

O e Qi JS«ML [~ " — o
/&m‘ X Lo

CCF \j“ °‘(“ou, v Lfer o((Oj

——+o00
/ costdt
0



1.3 Cas des fonctions positives

— 400

f(t) dt converge si

Lemme. Dans le cas ou l'intégrande est a valeurs positives, 'intégrale généralisée /
a

x
et seulement si T — / f(t) dt est majorée.
a

“+oo
Remarque. Lorsque f est positive, on autorise I’écriture f(t)dt = +00 en cas de divergence.

a,
Un calcul aboutissant a un résultat fini vaut preuve de la convergence de l'intégrale.
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1.4 Primitive et intégrale généralisée

— 400
Proposition. Si f est continue sur [a, +00[, et que l'intégrale / f(t) dt converge, alors U'intégrale fonction

de la borne d’en bas : Yoo
oo [ pw

est dérivable, de dérivée z — — f(z).
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2.3 Exemples de référence

Intégrales de Riemann en +oc.

—+o0 /(
L’intégrale généralisée /1 = dt converge si et seulement si o > 1. Z — . Cw

Exponentielle en 4.

—+o0
L’intégrale généralisée / e~ " dt converge si et seulement si o > 0.
0




3 | Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

Remarque. Sauf mention contraire, I désigne un intervalle, et f une fonction continue par morceaux sur I.

ﬂ
3.1 Convergence absolue d’une intégrale généralisée L= [Q, G (-

Définition. On dit que l'intégrale / f(t)dt est absolument convergente si et seulement si l'intégrale
I

/ |f(t)] dt converge.
I

Remarque. L’intérét de cette notion est de remplacer, lors de I’étude de la convergence d’une intégrale généralisée,
l'intégrande par une fonction positive, ce qui donne accés aux théorémes de convergence par comparaison, par
équivalent, par comparaison asymptotique, et qui sont étudiés dans cette section.

Théoréme.

Soit f continue par morceaux sur I.

Si:
. / f converge absolument i.e. / | f| converge.
I I
Alors :

° / f converge

}If's/llﬂ

o Il s’agit bien d’une condition suffisante, mais non nécessaire.

7+ gint . . Ny .
La convergence, et la non convergence absolue de - dt fournit un contre-exemple classique qu’il convient
1

[}

Remarque.

d’avoir a Desprit.

e Pour une fonction positive, convergence et convergence absolue de I'intégrale sont des notions équivalentes.

trevive. ATcon. K= 1, - Lata L —= W cpom.
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3.2 Intégrabilité d’une fonction

Définition. On dit que f est intégrable sur [ lorsque f est continue par morceaux sur I et l'intégrale de f
sur I est absolument convergente.

Remarque. Lorsque I'on dit intégrable sur I, on parle donc d’une fonction, de I'intégrande d’une intégrale absolument
convergente.
Lorsque 'on dit absolument convergente, on parle d’une intégrale généralisée, dont I'intégrande est intégrable.
Pas de confusion : intégrable ne signifie pas que I’on peut simplement considérer I'intégrale de la fonction.
Pas de confusion : intégrable ne signifie pas primitivable.

Exemples de référence.

1
o > P est intégrable en +oo si et seulement si o > 1;

o t e est intégrable en +o0 si et seulement si a > 0.

3.3 Techniques d’étude

Remarque. Dans la pratique, pour justifier qu'une intégrale généralisée converge, on étudie sa convergence absolue
en utilisant I'un des théorémes de ce paragraphe. On identifie la (ou les) bornes de I'intervalle ot I'intégrale est
généralisée en précisant la continuité (par morceaux) de I'intégrande, et on se place sur un voisinage de cette borne
(on fait deux études distinctes si I'intégrale est doublement généralisée). L’idée est de comparer l'intégrande & une
fonction de référence, la comparaison devant étre « raisonnable » sur ce voisinage.

L’étude se fait donc sur l'intégrande, et non l'intégrale elle-méme. C’est pour cette raison que les résultats sont
énoncés en termes de fonctions intégrables.

Commencons par énoncer le théoréme dans le cas ou I = [a,+o0[. On considére f, g deux fonctions continues
par morceaux sur [a, +ool.
Théoréme.

‘Si |f| < |g| et g intégrable sur [a,+o0[, alors f est intégrable sur [a, +o00].

Théoreme.

Sif(z) = O(g(x)) et g intégrable sur [a,+o0[, alors f est intégrable sur [a, +o0].

T—>+

Remarque. Ce résultat s’utilise en particulier lorsque f(x) = o(g(x)).
- Tr—400

Théoreme.

Si f(z) et g(x) et g intégrable sur [a, +oo], alors f est intégrable sur [a, +o0].

Proposition. Précisons aussi que, dans le cas ou f et g sont telles que 0 < [f| < |g| et f non intégrable sur
[a, +o0], alors g n’est pas intégrable sur [a, +00].
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Exemple. Etudier lintégrabilité sur un voisinage de 400 des fonctions suivantes :
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2.5 Techniques de calcul d’une intégrale généralisée

2.5.1 Calcul par primitivation de I'intégrande

Ce premier théoréme est une conséquence directe de la définition.
Il s’applique lorsque l'on sait exprimer une primitive de l'intégrande.
Théoréme.

Soit f continue par morceaux sur ]a, b[, dont on connait une primitive F'.
—b

L’intégrale f(t) dt converge si et seulement si F' admet une limite finie £, en a & droite et une limite

. -
finie £, en b a gauche.
Dans ce cas, on a :

b tSb
/a f#)dt = [F(t)]tzm =t — £,

Remarque. La convergence de I'intégrale est justifiée a posteriori par I'existence de limites finies du « crochet ».

24+3t+2

Exemple. Etudier la convergence et calculer /0 - dt
ﬁ g Cpp (2, teo| , F ee pn'wu\aug
Arer adqece da  Loallr é},‘: olin crockel /

+A E—a =N

A = [ F(n ]

O

22 4+3t+2
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2.5.3

Intégration par parties

Terminons par une formule elle aussi importante, qu’il faut appliquer avec précaution pour les intégrales généra-
lisées. Elle est en particulier utile pour établir une relation de récurrence satisfaite par une intégrale dépendant

de n.
Théoréeme.

Si:

o fetgdeclasse C! sur ]a,b]
o f(t)g(t) admet des limites finies en a & droite et en b & gauche
Alors :

o les intégrales de fg’ et f’g sont de méme nature

[ rog@a=[r000] " - [ rws

o en cas de convergence :

Remarque. 1II convient de savoir justifier une intégration par parties par une utilisation précise du théoréme précédent.

Néanmoins, lorsqu’il s’agit d’un simple calcul, on ne vérifie pas les hypothéses de régularité. Dans la pratique, on

écrit : b .
/ Wbt dt = U0, / U (¢) dt
a N\ a

en s’assurant que le « crochet » a des limites finies. La fléeche montante symbolise la primitivation, et la fléche
descendante la dérivation. U désigne une primitive de u.
La convergence de l'intégrale est justifiée a posteriori par les limites finies du « crochet » et la convergence de la

nouvelle intégrale.

Exemple. Calculer, pour n € N, I,, = /+°° t"e ! dt.
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2.5.2 Changement de variable

Le théoreme du changement de variable est une technique efficace, et la formule doit pouvoir étre utilisée « dans

les deux sens ». L’entrainement permet d’avoir l'initiative de certains changements de variable classiques.
—b

Le théoreme est présenté pour le cas d’un intervalle ouvert, pour I’étude de f(t)dt, mais se transpose aux
a

>
cas d’un intervalle semi-ouvert, et bien-stir au cas d’'un segment.

Théoreme.

Soit f une fonction continue par morceaux sur Ja,b[. Si ¢ : Ja, B[ — |a, b] est :
e une bijection
» strictement croissante
o de classe C!

alors

—b

—B
f(t)dt et / (f o) (u) ¢ (u) du sont de méme nature;

—x

o les deux intégrales /

—a

o elles sont égales en cas de convergence.

Remarque. La convergence de I'intégrale est justifiée a posteriori par le changement de variable et la convergence de
la nouvelle intégrale.

Remarque. Dans la pratique, on dit que I'on effectue le changement de variable t = ¢(u) et I'on écrit :

t devient ¢(u)
dt devient '(u)du
tdeaab devient wuwdeaalp

Remarque. On peut adapter ce résultat au cas ou ¢ est strictement décroissante.

t devient (u)
dt  devient ¢'(u)du
tdeaab devient wudef aa«

Remarque. II convient de savoir justifier un changement de variable par une utilisation précise du théoréme précédent.
Néanmoins, lorsqu’il s’agit d’un simple calcul, ou pour des changements de variable trés simples, notamment affines,
on ne précise pas les hypothéses de régularité.

Exemple. Convergence et calcul de (o > 0) :

+o0 4
L[
0 941



+oo 2
2. / ue * du
0

1
4. / V1—t2dt
0










































