3 Polyndmes annulateurs et réduction

3.1 Une CNS de diagonalisabilité

Théoreme.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E). Alors :

u est diagonalisable <= il existe un polynéome annulateur de u scindé a racines simples

<= m, est scindé a racines simples

Proposition. On peut donc aussi écrire :

u est diagonalisable <— m, = H (X =N
AESp(u)

Exemple. Un projecteur, une symétrie sont diagonalisables.
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3.2 Sous-espaces stables

Proposition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et v € L(F). Soit F un sous-espace vectoriel
de E. On suppose que F est stable par u, et on note up 'endomorphisme induit par u sur F'. Alors :
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Proposition. Avec les notations précédentes, si u est diagonalisable, alors up est diagonalisable.
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Diagonalisation simultanée

Dans une espace vectoriel E de dimension finie, on considére deux endomorphismes u et v diagonalisables tels

que 4oV =1vou.
(a) Montrer que les sous-espaces propres de v sont stables par u.
(b) Montrer que ’endomorphisme induit de u & un sous-espace propre de v est diagonalisable.

(c) Montrer qu’il existe une base de E constituée de vecteurs propres de u et v.

() Cer o 1-r A conm

(k) St A vy de v, Ep(v) skl qo
Ao o~ qot onw%r ay: ExX() — Bxl)

U a(a)

adap.  Amduasl .
AA d&‘ara-q;lou oo S PN cuANN

() O« wot M, N Bvp da v,

)

Mpy b Moopoloolls  olone '—)(x':,.., %‘:’b]
o ke By, () fomoe det relmm oo
de )y -

s o €& %



M(')t)'-:"‘)\&(‘“)z }»- % @ % Wdoc v~
Aa AN,
'U‘(M): )\Q% Cov %G'E)\Q(O')
04«\ w'x @;‘ (@,,‘ " 29)

L foede E oo €=9CL"€9 Gy () (v diey )

"7@4)' v(g)  ~(B)

Aﬂ. Co) %,
Mok (v, 8) = | Al B
(%) m(B)
be E
b (o)
Micr {M(ﬂ) = {QZ 2,
(o) '8,/ 3,

BQ: Mok ("‘*é, q&,)
l“‘: 4 )
- h.\ J.L“aawb
Co) -




3.3 Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoréeme de Cayley-Hamilton.
| Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E). Alors x,, est annulateur de w.

Corollaire. Si E est de dimension n et u € L(E) :
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3.4 Traduction matricielle des résultats précédents

Théoréme.

Soit A € M, (K). Alors :

A est diagonalisable <= il existe un polyndéme annulateur de A scindé a racines simples
<= 74 est scindé a racines simples

= m= J[ &x-»
AESp(A)

Exemple. Soit A € M,,(C) telle que A? = I,, pour un g € N*. Justifier que A est diagonalisable.

Théoréme de Cayley-Hamilton.

|Soit A € M, (K). Alors x 4 est annulateur de A.

Corollaire.
o Al Xa

o deg(ma) <n
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