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Compléments sur les anneaux

3 |Algebre

3.1 Définition

Définition. Soit K un corps. On dit que (A, +, X, ) est une algébre sur K, ou K-algebre, lorsque :

o (A, +, x) est un anneau
e (A, +,-) est un K-espace vectoriel
e VAEK, Va,be A, N (axb)=(Na)xb=ax (\-b).

L’algebre est commutative si x l'est, intégre si 'anneau (A, +, X) l'est, de dimension finie si Iespace
vectoriel (4, +, ) Pest.

3.2 Exemples de référence

Exemple.
e K™ muni de sa structure produit, est une algebre sur K.
o K[X], muni de ses lois usuelles, est une algebre.
o (Mp(K),+, x, ) est une algebre.
o Pour F espace vectoriel sur K, (L(E),+,0,) est une algebre.

e Pour X ensemble quelconque, F(X,K) = KX, muni de ses opérations usuelles, est une algébre.
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3.3 Sous-algébre

Définition. Soit (A, +, X,-) une algebre. Alors B est une sous-algébre de A si et seulement si :
e B est un sous-anneau de (4, +, X)

e B est un sous-espace vectoriel de (A, +,-)

Proposition. B est une sous-algébre de (A, +, X, -) lorsque :

« BcA W&f

e~Bstablepar—t
o B.stab] S e
«1a€B  doC 6-;.%

e B stable par x

e B stable par combinaisons linéaires

Exemple. L’ensemble D, (K) des matrices diagonales est une sous-algebre de M, (K).

Exemple. L’ensemble 7,(K) des matrices triangulaires supérieures est une sous-algebre de M,, (K).
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3.4
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Morphisme d’algébre

Définition. Soit (A4, +, X, ), (B, +, X, ) deux algebres sur K et f : A — B. On dit que f est un morphisme

d’algebres lorsque :
e f est un morphismes d’anneaux

e [ est linéaire

Remarque. Pour vérifier que f est un morphisme d’algébre, on vérifie que :
q q P g y q

o f(ha+pb) = Mf(a) + pf(b)
o flaxb)= f(a) x f(b)
e f(la)=18

Exemple. Soit t € K fixé. L’application P — P(t) est un morphisme d’algébres entre K[X] et K muni de leurs
lois usuelles.

Remarque. On pourrait définir noyau et image d’un morphisme d’algébres A — B. L’image est une sous-algébre de B,
Ie noyau est un sous-espace vectoriel et un idéal de A, mais pas en général une sous-algéebre.
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Polynémes d'endomorphisme, polynémes de matrice

Polyndme d’un endomorphisme

Définition

Définition. Siu € L(E), et P = pg X%+ - -4+p1 X+po € K[X], on définit le polynéme de ’endomorphisme w :

P(u) = pgu® + -+ + pru+ poldg

C’est un endomorphisme de F.

On note K[u] 'ensemble des polyndmes de I’endomorphisme u.

On dit qu'un endomorphisme v est un polynéme de 1’endomorphisme u lorsque v € K[ul, i.e. lorsqu’il
existe P € K[X] tel que v = P(u).

Remarque. " désigne uo---ou.
e ————

k fois
P(u) n’est pas de la fonction polynomiale associée & P évaluée en u.

Exemple. Avec P = X? —2X + 1, P(u) = u® — 2u + Idg, et donc P(u)(z) = v?(z) — 2u(z) + z.

Définition. On dit que P est annulateur de u lorsque P(u) = 0z (g)- % ‘Z 4
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1.2 Morphisme d’algeébres P — P(u)

Théoréme. ((KD(],,{/ %) (R (6‘,'"/".")

Soit u € L(E). On note :

du : KX] — L(E)
P — P(u)

e ¢, est un morphisme d’algebres
o Imo, =K[y|
o Ker ¢, est un idéal de K[X]
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Exemple. Comme P = X% —2X +1 = (X —1)(X%?+ X — 1), par le morphisme ¢,,, on déduit u® — 2u+Idg =

(— g)o (u” +u—1Idg).
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Proposition.

Klu] = {P(w), PG[K[X]}
= Veet ((u")nen)

K[u] est une sous-algebre commutative de L(E). T

o K[w)=Don B,
2\/@*’(4{3&@3, CP.,(X)/"N&UC")/,-_)

Régles de calcul. Pour P, polyndmes, u € L(E) et \,u € K :

(AP + p@Q)(u) = AP(u) + pQ(u)
(PQ)(u) = P(u) 0 Q(u)

P(u) et Q(u) commutent

1(u) = IdE

XO

r)(u)o Q(“*) = (PxQ) (~)
-~ (A xP) («) o WLX]

aj‘r WMH( -

= Re)o Pw)
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1.3 Polynéme minimal d’'un endomorphisme d’un espace de dimension finie

Définition. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E). Le morphisme :

ou : KIX] = L(E)
P — P(u)
n’est pas injectif. Ker ¢,, est un idéal non nul de (K[X], +, X), appelé idéal des polynémes annulateurs
de wu. Il existe un unique polynéme unitaire, noté m, et appelé polynéme minimal de u, tel que :

Ker ¢, = (m,) = {m. Q, Q € K[X]}

Remarque. On peut aussi trouver la notation ., pour le polynéme minimal de u.

M clina &
b foutle (4%, o, X" ) B dom DD
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&
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\A?.
678 V= a, +a X& - + a.2X
A Mucﬁ“ ehr P£O

Proposition. Pour u € L(F) ol F est de dimension finie :
Qu)=0 <= m,|Q

7, est le polynéme unitaire de plus petit degré qui annule u.

Remarque. Si E n’est pas de dimension finie et u € L(E), alors u peut avoir un polynéme minimal, ou pas.

o qub o Kend= {0y .



Exemple. Déterminer le polyndéme minimal d’un projecteur, i.e. un endomorphisme p tel que pop = p.
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Exemple. Déterminer le polynéme minimal d’une homothétie A\ldg.

ph. = X-x = X AX°

Ao 'ﬁ)% — X -\



Exemple. Déterminer le polyndéme minimal d’une symétrie, i.e. un endomorphisme s tel que sos =Idg.

2
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b M= Xod =(Koa Y(Xed) eeenm t4

Exemple. On considére D : P — P’ dans L(K[X]). Montrer que D n’admet pas de polyndéme minimal.

£ =1L (X)
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1.4 Base de K|u|

Théoréme.

Soit u € L(E) admettant un polynéme minimal 7, et on note d = deg(m,). Alors (u*)o<r<a—1 est une
base de Ku].

Dans le cas du théoréme, dim K[u] = deg ..

e ¢u : P +— P(u) induit dans le cas du théoréme un isomorphisme entre les espaces vectoriels (Ka[X],+,-) et
(I]([u]v +, )

e Siwu n’admet pas de polynéme minimal, c’est-a-dire lorsque ¢. est injective, ¢ est un isomorphisme d’algébres
entre (K[X], +, x,-) et (K[u],+,0,-).
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