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Exemple. Déterminer les valeurs propres de :
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Proposition. Soit A diagonale ou triangulaire :

a; N e A
0 ax :
A=
e
0 0 anpn

Alors :

Corollaire. Les valeurs propres d'une matrice diagonale, d'une matrice triangulaire, sont les coefficients diago-
naux de la matrice.

4.2 Multiplicité, propriétés

Définition. On dit que A est valeur propre de A de multiplicité m lorsque A est racine de multiplicité m
de xa-

Proposition. Un matrice de M,,(K) admet au plus n valeurs propres, comptées avec multiplicité.
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Proposition. Lorsque K = C, le nombre de valeurs propres de A € M,,(C), comptées avec multiplicité, est n.
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Proposition. Si A € M, (R) et n impair, alors Spg(A) # @.
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Proposition. Soit A € M,,(R). Si A € C \ R est valeur propre de A, alors X est aussi valeur propre de A, avec
méme multiplicité.

Ay € 0K

A racin de Ao 20 whlbplili nu

= )\ (CeCrse XA_ avec M(ﬁ%'«t A,

S,(A) = Sp (AT

Proposition. Soit A € M,,(K). Alors A et AT ont le méme polynéme caractéristique, et donc les mémes valeurs
propres.

emarque. A et AT ont les mémes valeurs propres, mais pas les mémes vecteurs propres. On peut cependant montrer
que, pour \ valeur propre, Ex(A) et Ex(A") ont la méme dimension.
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4.3 Polynéme caractéristique d’un endomorphisme

Proposition. Deux matrices semblables ont le méme polyndéme caractéristique.

oit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E). On appelle polynéme caractéris-
tiqug de u le polynéme caractéristique de toute matrice représentant v dans une base.
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4.4 Polynéme caractéristique et sous-espace stable

Lemme. Soit v € L£(F) un endomorphisme, et F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. On note up
I’endomorphisme induit par u sur F.
Alors xy, divise xu.
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Théoréme.

La dimension d’un sous-espace propre est au plus égale a la multiplicité de la valeur propre correspon-
dante :
Siu € L(E) ou E est de dimension finie, si A € Sp(u) et si m(\) désigne la multiplicité de A, alors :

1 < dim Ey(u) < m(\)

Le résultat se traduit aussi matriciellement.
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Corollaire. Si )\ est une valeur propre de multiplicité 1, alors le sous-espace propre associé est une droite
vectorielle, c’est-a-dire est de dimension 1.



5 | Diagonalisabilité

5.1 Diagonalisabilité d’un endomorphisme en dimension finie

Définition. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). On dit que u est diagonalisable s’il
existe une base B de F telle que Mat(u, B) soit diagonale.
Cela revient a dire qu’il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.
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Caractérisation.

Soit E espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E). Alors u est diagonalisable si et seulement si F
est somme (directe) des sous-espaces propres de u :

u diagonalisable <= @ Ex(u)=FE
AESp(u)

— Z dim (Ex(u)) =n

AESp(u)
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Caractérisation.

Soit E espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E). Alors u est diagonalisable si et seulement si

Xu €st scindé
e chaque sous-espace propre a pour dimension la multiplicité de la valeur propre associée
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Corollaire. Soit E espace vectoriel de dimension finie n et v € £(E). Si v admet n valeurs propres distinctes,
alors u est diagonalisable. Et ses sous-espace propres sont des droites vectorielles.

Remar . C’est bien une condition suffisante, non nécessaire.



5.2 Diagonalisabilité d’une matrice carrée

Définition. Soit A € M,,(K). On dit que A est diagonalisable si et seulement si elle est semblable & une

matrice diagonale :
3D € M,,(K) diagonale, 3P € GL,,(K), A= PDP*

Remarque. Les coefficients de D sont les valeurs propres de A, avec multiplicité.

Les propriétés vues pour les endomorphismes se traduisent matriciellement :
Proposition. Soit A € M, (K). Alors :

A diagonalisable <= @ E\(4) = M,1(K)
AESp(A)

= Z dim (Ex(A)) =n
AESP(A)

XA est scindé
VA € Sp(A), dim (EA(A)) =m(A)

On a aussi :
XA est scindé a racines simples = A diagonalisable

Enfin, si A = Mat(u, B),
A est diagonalisable <= u diagonalisable
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Remarque. Diagonaliser A, c’est trouver une matrice de passage P et une matrice D diagonale telle que A = PDP~*.
Sauf si c’est demandé, on ne calcule pas P™*.

Proposition. Pour A € M,,(K) :

A diagonalisable <= AT diagonalisable
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5.3 Le théoréme spectral

On démontrera et on complétera plus tard le résultat suivant :
Proposition. Si A € S, (R) est symétrique a coefficients réels, alors A est diagonalisable.



5.4 Des exemples

Exemple. Diagonaliser J = | : | € M, (K), matrice pleine de 1.



a sii=]j

Exemple. Diagonaliser A = (a;5);; € M, (K) ol a;; = {5 )
— sinon



0 ... 01

Exemple. On considére B = | - Co
0 ... 01
1 ... 11
Déterminer une base de Ker B et une base de Im B. Puis montrer que B est diagonalisable.






















































