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Déterminants

1 Déterminant d'une famille de n vecteurs dans une base

1.1 Déterminant dans une base

Définition. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n et B = (eq,...,e,) une base de E. Soit z1,..., 2,
n vecteurs, et on note (ai;)1<ign les coordonnées de x; dans la base B. On a :

detg(xy,...,2,) = Z €(0)ag(1)1 -+ Go(n)n
ceS,

Proposition. detp est une forme n-linéaire alternée sur E. Elle est aussi antisymétrique.
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1.2 Changement de base

Proposition. Soit B et B’ deux bases de E. Alors, pour tout (z1,..., Tn) € E™:

detg(z1,...,2,) = detg(B') detp (z1,...,7,)

1.3 Déterminant et indépendance linéaire

Proposition. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et B une base de E. Alors, pour tout (z1,..., ZTn) €
E™
detg(zy,..., Tp) =0 <= (21,..., Zn) est liée
Corollaire.
detg(zy,..., Tp) #0 = (21,..., Z,) est une base de E
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2 |Déterminant d’un endomorphisme

Définition. Soit u endomorphisme de E espace vectoriel de dimension n. Pour toute base B de E et toute
famille (z1,...,2,) € E™:

detg(u(x1),...,u(zy)) = det(u) detg(z1, ..., xx)
En particulier, en notant B = (e1,...,ep) :

det(u) = dete, ... e,y (uler),. .., ulen))
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Proposition.
o Yu,v € L(E), det(uov) = det(u) det(v)

1
~ det(u)

e u€GL(E) < det(u) # 0 et det(u™?!)



3  Déterminant d’une matrice carrée

Formule. H:(aié )4 LS, 44w
U
det(A) = Z £(0)ao(1)1 - - Go(n)n
ceES,

Proposition. L’expression de det(A) est polynomiale en les coefficients de A.

Remarque. C’est 'argument utilisé pour justifier la continuité de A — det(A) sur M, (K) lorsque K =R ou K = C.
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Proposition.
o Si A est la matrice de u € L£(F) dans la base B, alors det(A) = det(u).
o Si A est la matrice de la famille (x4, ...,x,) de E dans la base B, alors det(A) = detg(z1,...,2n).

o A est la matrice de la famille de ses colonnes (Ci,...,C,) dans la base canonique de My (K)), donc
det(A) = detpase Canonique(cl, RN Cn)
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Proposition. Pour des matrices carrées, on a :
o det(AB) = det(A) det(B)
o det(AA) = A" det(A)
o det(AT) = det(A)

e A€ GLL(K) = det(A) 0 et det(A~1) = ﬁm)

¢ Deux matrices semblables ont le méme déterminant
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¢ Deux matrices semblables ont le méme déterminant
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4 |Calcul de déterminants

4.1 Développement par rapport a une ligne, a une colonne

Définition. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Pour tout ¢, j, on note A; ; le déterminant de la matrice carrée
(n—1) X (n — 1) obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A. On lappelle le mineur
associé a a;;. .

On appelle cofacteur de a;; la quantité (—1)"7A,; ;.

Théoréme.

Le développement par rapport a la j-éme colonne est :

n

det(A) = Z(—l)iﬂai,in,j

=1
Le développement par rapport a la i-eme ligne est :
det(A) =

J

(=)™ ai ;A
1

n
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4.2 Déterminant de matrices diagonales, triangulaire

Proposition. Si A est triangulaire (et donc si A est diagonale), det(A) est le produit des coefficients diagonaux :
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4.3 Opérations sur les lignes et les colonnes

Proposition.
e L; <> Lj : échanger deux lignes multiplie le déterminant par —1
o Lj< L;+ ALj, oui # j: ajouter a une ligne une CL des autres ne modifie pas le déterminant

e L; < AL;, ou A # 0 : multiplier une ligne par A multiplie le déterminant par A. Mais on raisonne en
pratique par égalité, en pensant qu’on factorise par A dans la ligne 3.



4.4 Deéterminants par blocs

Proposition. Soit A, C deux matrices carrées. On considére la matrice triangulaire par blocs définie par :
A B
M =

det M = det(A) x det(C)

Alors :

Proposition. Soit A une matrice triangulaire par blocs :
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Alors :
det A = det Ay det Ay...det A,
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4.5 Deéterminant de Vandermonde

Résultat. Pour aq,as,...,a, dans K, le déterminant de Vandermonde :
1 a a3 - at?
1 a2 a3 --- ay!
V(ay,az,...,an) =|.
2 -1
1 a, a; - ap
vaut :
IT (a—a)
1<i<j<n
n—1 n
Remarque. Il faut comprendre qu’il s’agit d’un produit double : H H (aj — a;).
i=1 j=i+1
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