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Séries de fonctions numériques
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Dans ce chapitre, les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R et a valeurs réelles ou complexes
(K=Rou C).

Modes de convergence d’une série de fonctions

Dans ce chapitre, on considére des applications f, : I — R et on étudie la série de fonctions > f,.

Convergence simple

Définition. Soit Y f,, une série de fonctions I — K. On dit que Y f,, converge simplement si et seulement
si, pour tout = € T fixé, la série numérique Y f,,(x) converge.
Dans ce cas, on définit :

S: 1 — K
+o00

T an(:c)
n=0

appelée somme de la série de fonctions Y f,.

Remarque.

La convergence simple est la convergence point a point. On rédige toujours I’étude de la convergence simple en
travaillant « a x fixé ».

Pour n € N, on peut noter :
n
Sn X Z fk(x)
k=0

Alors (Sn)n la suite de fonctions des sommes partielles de Y fn, et la convergence simple de Y, fn est équivalente
a la convergence simple de (Sp)n.

En cas de convergence simple sur I, on note :
—+oo
Ry : x> Y fu(@) =S(z) - Sul2)
k=n+1

Alors la suite de fonctions (R,)» converge simplement vers la fonction constante nulle sur I.

On peut rencontrer des séries de fonctions qui sont indexées par n > no.



Il arrive que la convergence simple n’ait pas lieu sur I tout entier, mais sur une partie J de I. Dans ce cas, la
somme de la série de fonction n’est définie que sur J, appelé domaine de convergence simple :
Proposition. La somme d’une série de fonction est définie 1a ou la série de fonction converge simplement.

Remarque. L’étude de la convergence, a x fixé, de Y fn(x), se fait en utilisant les outils du chapitre 52 : on travaille
en général sur le terme général f,(x), que 'on essaye de comparer au terme général d’unes série numérique connue
(Riemann, géométrique, etc.). Dans ce cas, x joue le role d’un paramétre sur lequel on peut étre amené a discuter.
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Exemple. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > fn dans le cas ou :
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1.3 Convergence normale

On introduit dans ce paragraphe un autre mode de convergence des séries de fonctions, plus « fort » que les

précédents.
Définition. Soit Y f,, une série de fonctions : I — K. On dit que ) f,, converge normalement sur I si et

seulement si :
{fn est bornée sur I pour tout n

S fnlloo converge

(1L~ Sp g 1&tnl, tex §

Remarque.
e On peut donner une définition moins forte, en ne travaillant que pour n > nyg.
o Le premier point permet de garantir I'existence de || fn||oc = Sup{|fn(z)|, z € I}
e Le second point est la convergence d’une série numérique.

o La convergence normale de Y fn, c’est la convergence de Y, || fnloc-

Théoréeme.

Soit Y f une série de fonctions : I — K.
S’il existe une série numérique Y o, convergente et majorante, c’est-a-dire telle que :

Vn,Vz, |folz)| < an inbp A2

ou v, est positive, indépendante de x et t.g. d’une série convergente,
alors Y f,, converge normalement. A. a ol P
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Exemple. Etudier la convergence normale sur tout segment de E :v_'
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Exemple. Etudier la convergence normale sur [0,1] de 3 f,, ol f,,(x) = (—1)”%.
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Définition. Soit Y f,, une série de fonctions : I — K. On dit que ) f,, converge uniformément sur [ si et
seulement si la suite de fonctlons (Sn)n de ses sommes partielles converge uniformément sur I.
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1.2 Convergence uniforme

Remarque. On peut quantifier la définition par :

+oo
> ful@)

k=n+1

Ve > 0,3N t.q.Vn > N, Vx € I,

Proposition. La convergence uniforme d’une série de fonctions implique sa convergence simple.
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> fn converge uniformément sur I si et seulement si :

Théoreme.

{Z fn converge simplement sur [

(Rn)n converge uniformément sur I vers 0
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1.4 Lien entre les différents modes de convergence

Proposition. La convergence uniforme implique la convergence simple. +
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Exemple. Etudier la convergence uniforme de Y f,, sur Uintervalle précisé

nxn _
L fu(z) = (-1) o I=10,1].

s 5&0‘& Ao la cv A'A-V& Sl e 1o,1D ‘Fy-e'-

/('(fg‘. n£1 lf“(m\l - l':

A
W

w

< Mg i ali co
dore  ZA{. () comeey (oks)
L. %24 XA(A)Z (—4)’“.%
Ar-cc) aeni e (Locumomyn ollind )
Voc . 2’_{“ v R fls poe Co a7
. Elocte di Lo ey vomele
L T T
Ao de v to—elde. -

oél;d* A{Q»Q(';V‘w/#w-
O « d,ca& L. wmvyﬂ A Z{M

I ’ﬁ\fL p\\« V\_C; :i D O

Vxé Lo/l}

- . ’>
|RK(M)I: lz -M x ,
&4“.‘ "
(é'w\.’)t € [0, 4] (%)é P17 yg-,."t,\_'i/



/’ﬂz\ L dos cennis dGase ZC-")
ek lﬁm(%)[{\%w}
M+

e R Y% 0O

T

(pp-g Z Xn Cv AA»'({MM O EOI(’)-
2. folz) = ze ™ T =Ry
° él&%( e e C'A/nfnv,/e« .
S v ey fixd .

’(”Crf-; A m o &, (©) =2 A“-ﬁ Scre Crv

———

.—-M')lq'

Leo: o o >0 &‘.On):‘ W e

ek Gam s cai & eyl
ﬁa‘hc Acaw me»gmb~

P l;;(,&%{ Ao Row v mMome o Z“fuuw 7
2

‘{f,,\("*)] = ’LQ—W%
1 . a A
Oél!u(\'/‘;)) = \/—;—e < “gu”,e
AN




|

/{p,D s i gz

Ao perwnimcb, 2 ([l eege
Ao 2 fu e v e womedt
2ok !
o Blod de Lo cv snomn
x Z 0 o ok e L9 e=C

Cu
x Mg Ri =2 ©

Vn.é {,0,1-'0[ e
‘ p\u\ ('M—) ‘1‘?%54%2I
o Soviune %JM(I‘VJ;,_A
—(\M—‘)?lz /’
= e . Y ngo
P
O A n—o
2
~ N A
ZT e ‘







Proposition. Si la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur I, alors la suite de fonctions (fy)n

converge uniformément vers 0 sur 1.

Proposition. Si > f, et > g, convergent uniformément sur I, et \,u € K, alors > (\fn + ugn) converge
uniformément sur 1.



