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5 Transfert de continuité par convergence uniforme

Théoréeme. "(‘myf.ul' A Cﬂ*’&?\ﬂ;g

Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur 1.
Si:

e pour tout n, f, est continue sur I,
e (fn)n converge uniformément sur I vers f,
alors :

o f est continue sur [.

Remarque.

e La convergence simple ne suffit pas pour justifier la continuité de f, comme le montre I’exemple des fonctions
fon: z€[0,1] — 2",

e La continuité des f, et de f ne suffit pas a justifier la convergence uniforme, comme le montre ’exemple des
fonctions f, : x € [0,1] = n?z(1 — 2?)™.
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Corollaire. Si (f,), converge simplement sur I vers f, que les f, sont continues sur I mais que f n’est pas
continue sur I, alors la convergence n’est pas uniforme sur I.
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Raisonnement classique. Si (f,), converge simplement sur I vers f, que les f, sont continues sur I et qu’il
y a convergence uniforme sur tout segment [a,b] de I, alors f est continue sur tout [a,b] C I donc sur I.

Remarque. Ce résultat, qui exploite le caractére local de la continuité, s’adapte aussi lorsque la convergence uniforme
est vérifiée sur une famille d’intervalles adaptés a la situation.



6 Théoréme de la double limite

Théoréeme de la double limite.

Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur I et a un point de I ou une extrémité éventuellement infinie
de I.
Sic:
o pour tout n, f,(x) admet une limite finie ¢,, lorsque z — a,
o (fn)n converge uniformément vers f sur I,
alors :
o la suite (¢,)n converge vers £ € R,

o f(z) admet une limite lorsque x — a,

o cette limite est égale a ¢.

Preuve. La démonstration est hors programme. O

Remarque. On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

lim( lim fn(:z;)> = lim (ng; fn(x))

z—a \n—+oco n—+oco \z

qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme,
et masque les problémes d’existence des limites envisagées et de mode de convergence de la suite de fonctions.

Exemple. On considére la suite de fonctions (f,), définie par :

nx2e—nz

T 1—e7?

fnl2)

1. Déterminer la limite de f,, en 0.

2. Etudier la convergence simple de (fn)n sur R%.

*

3. Utiliser le théoréme de la double limite pour montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur R* .

4. Etudier la convergence uniforme de (f,), sur tout [a, 400, a > 0.
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4.2 Convergence uniforme sur tout segment

Définition. Soit I un intervalle de R et (fy,), une suite de fonctions I : Ket f : [ — K.
On dit que (f,), converge vers f uniformément sur tout segment de I si et seulement si pour tout
segment [a,b] C I, (fy|jq,5))n converge uniformément vers fi, p sur [a,b].

Exemple.

t2
1. Utiliser la formule de Taylor avec reste-intégral pour montrer : ¢ — B < In(1+¢t) <t pour tout ¢ > 0.

2. Etudier la convergence uniforme sur tout segment de R?% de la suite de fonctions définies par :

o= (142’



7.1

Intégration

Intégration sur un segment /primitivation et convergence uniforme

Lemme. Soit (f,), une suite de fonctions définies sur un intervalle I et a € I.

Si:

e (fn)n converge uniformément vers f sur tout segment K C I,

e les f,, sont continues.

alors, en notant F),(z) = /z fat)dt et F(z) = /w f(t)dt

o (Fy)n converge uniformément vers F' sur tout segment de I.

Preuve.

O

Remarque. Ainsi, la convergence uniforme sur tout segment se transmet par primitivation, a condition de prendre les

primitives qui s’annulent toutes en un méme point a donné.
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Théoréme d’interversion limite-intégrale par cv uniforme sur un segment.

Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur un segment [a, b].
Si:

o (fn)n converge uniformément vers f sur [a, b,
o [a,b] est un segment,
o les f, sont continues.

alors :

b
o la suite ( / fn(t) dt) converge,

n

. /ab Jnlt) dt —— /abf(t) dt

Remarque. On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

b b
lim fa(t)dt = / lirf fn(t)dt

n—+oo

qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme,
et masque les problémes d’existence des limites envisagées et de mode de convergence de la suite de fonctions.
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Remarque. Le théoréme de convergence dominée étudié au § 7.2 fournit un autre critére pour intégrer la limite d’une
suite de fonctions, y compris lorsque l'intégrale est généralisée.

Exemple. Etudier la convergence de la suite de terme général :

y _/1 dt
" ) nsin(%)+1

3
x .
On donne 'encadrement x — 3 <sinz < z.
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