Mathématiques. Devoir en temps limité. 1
gMPII MPI* lundi 16 septembre 2024 - durée 4h

» . Ce devoir est constitué de deux problémes indépendants.
S

'Probléme 1

Rappels

Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est dite convexe lorsque

V(t,z,y) € 0,1 x I x I f(tr+(1-t)y) <tf(z)+(1-1)f(y)

Si f est de classe O, alors f est convexe si et seulement si f’ est croissante.
Si f est de classe C2, alors f est convexe si et seulement si f” est positive.

Ce probleme aborde I'étude des restes de certaines séries. Les différentes parties sont indépendantes

CW C{a

Partie | : Restes des séries géométriques Conne St

m Si (a,q) € R%, avec a # 0, & quelle condition (nécessaire et suffisante) la série Z aq" converge-

t-elle ? \q ‘ LA \'M“N "

On suppose la condition précédente vérifiée. On définit, si n > 0, u,, = aq™ et
+o00

Ty = Z ug. Trouver un réel X tel que
k=n

Vn €N Tn = Ay,

Dans cette question, (u,),en est une suite de réels telle que la série Z uy, converge. On définit
+o00
alors, sin >0, r, = Z ug. On suppose qu'il existe A € R\ {0} tel que

k=n
Vn €N Tn = Ay,

(a) Donner une expression de u,, a l'aide de r,, et 7,41.

(b) Trouver deux nombres a et ¢ tels que

Vn €N Uy = aq”

Partie Il : Un exemple de calcul explicite du reste

om Q7Y - -
4| Démontrer que la série de terme général a,, = Arctan | ————=—— | est convergente.
d & " (n4+n2+2) 8 i)

Trouver deux réels a et b tels que les polynémes P = X2 +aX +1 et Q = X2+bX + 1 vérifient 3

{ P(X)—-Q(X)=2X
PX)Q(X)=X*+X2+1
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@ Etablir que, pour tout couple (z,y) de nombres réels positifs ou nuls, on a :

lun () =t ()

r—y\ B
Arctan ( T xy) = Arctan(z) — Arctan(y) .

On pourra commencer paIMs deux membre&e cette égalité sont dans |—7/2,7/2].

Justifier, pour x > 0 :
1 K ¥
Arctanz + Arctan — = g (\AE(U..M, .
x

Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel n, on a :

+o0o tzz
Zak:g—Arctan(n2—n—|—1) . l 2

e —
k=n

+o00
@ Montrer que la série Z (E ak> converge.

n=>0 \k=n

Partie Il : Autre exemple de calcul explicite du reste

On admet que, pour tout réel x,

Soit  un nombre réel.

Montrer que la sé

x
e g @n)! converge. Quelle est sa somme ?
n)!
n=0

Etablir par récurrence, pour tout n € N, :

2k /:r (z — t)222 Pvpcvkcs / TLPP / f’

+00 z
kz:% 0~ )y @n—zy ot dt

Partie IV : Comparaison a une intégrale

Si f est continue positive sur [a, +00[, on note

/a+°° ft)dt = im (/ax f(t)dt) € [0, +oo[U{+o00}

. L. Inn : : :
Soit x € R. Montrer que la série E —- est convergente si et seulement si x est strictement
n=1 n
supérieur a 1.

- Ink
kx

k=n

Dans cette question, on suppose z > 1. Pour n € N, on note r, =
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(a) Pour tout réel a > 1, justifier I'égalité :

/+°° ln—tdt _ a'=*(1+ (z — 1)Ina)

'
Int & - -
(b) Montrer que la fonction ¢ — ?—x est décroissante sur [3, +00]. 3 (%

(c) Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal & 4, la double inégalité :

Inn
— quand n tend vers +o0.

(z—1)n XA (o d) %&A(ﬂ’) a'a;/q.

(d) En déduire que r, est équivalent a

Partie V : Restes de séries alternées

Dans cette partie, f désigne une fonction de classe C! sur [0, +oco[, décroissante et convexe, a
valeurs strictement positives et de limite nulle en 4o0.

Pour tout entier positif ou nul n, on pose u, = (—1)"f(n).

Jusfifier la convergence de la série z Up,. Tg S {\ TS CSA K\ Al oﬂ}.‘u}; .

"= CSSA TSA
Dans la suite de cette partie, pour tout entier positif ou nul n on pose r, = Z U
k=n
Démontrer que, pour tout entier positif ou nul n, on a :
+00
o lral =D _(=1f(n+p)
p=0
e 0K |7'n| - |rn+1’ < f(n) - f(n+ 1)
Montrer que la série Z rn, est convergente.
n=0
(a) Etablir, pour tout réel positif ou nul ¢, la double inégalité :
0<f(t) = flt+1) < =f'(1) .
U
(b) Démontrer que, si f'(t) = o (f(t)), alors 7, est équivalent & —* quand n tend vers
t—-+o00 2

I'infini (on pourra calculer |ry| + |rn41])-

—-1)"1
(a) Pour quelles valeurs du réel z la série Z (;ixnn est-elle convergente ?
n=1
X (=1)FInk
(b) Pour ces valeurs, déterminer un équivalent de Z ———— quand n tend vers l'infini.
k=n
("}
_1)n — )\
(a) Démontrer que la série Z ﬁ est convergente. ( 0 U (_ﬁ
- “
n>2 v +(-) w
3V “
(b) La série de terme général —————, est-elle convergente ? - Y
=LAl (Y +0(4
at

w +CnY" “

2024-2025 http://mpi.lamartin.fr 3/5


http://mpi.lamartin.fr

s e 52"11 $3.1%

L-CS Co\(ﬁa da Vucuw\

93!« /“raw;/q Ter.&ev\w/e

IMPI*iMPI 53

Suites de fonctions numériques

1 Quelques exemples

Exemple. Pour n € N, on pose :

8
11
8

3

1. Représenter quelques fonctions f,.
2. Est-ce que (fn(z)), admet une limite ?

3. Continuité ?
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Exemple. Pour n € N, on pose :

1. Représenter quelques fonctions f,,. Q2 ’( A v
o w 1 (f( AN )
2. Est-ce que (fn(x))n admet une limite ?

3. Intégrale sur [0,1]?

an~l
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Exemple. Pour n € N, on pose :

fmn: R = R
sin(nx)
z >

1. Est-ce que (fn(2)), admet une limite ?

2. Dérivées?

Remarque. La convergence « point a point » des suites de fonctions ne permet pas le passage a la limite dans la
continuité, le calcul d’intégrales, la dérivation.



2 Convergence simple

2.1 Définition

Définition. Soit (f,,),, une suite de fonctions définies sur I, a valeurs dans K et f : I — K une fonction. On dit
que (fn)n converge simplement sur [ vers f si et seulement si, pour tout = € I fixé, la suite numérique
(fn(2))n converge vers f(x). La fonction f s’appelle alors la limite simple de la suite de fonctions (fy,)n-

A % T ffs/a.‘
O fldc (fb), 0,

3 mé(»é f‘, (») «;::,f(mi

Remarque.

e (fn)n converge simplement sur [ si et seulement s’il existe f telle que (fn)n converge simplement vers f.

o Etudier la convergence simple def(f,)n, c’est étudier la convergence de la suite (fn(z))n & x fixé.

e On trouve parfois la notation fn -, f
n—-+oo
e On peut quantifier la proposition « (fn)n converge simplement vers f » :
Ve €I, Ve >0, AN € N t.q. Vn > N, |fu(x) — f(x)| <€

Dans cette quantification, I'indice N a partir duquel f,(x) approche f(x) a € prés dépend de x.

Interprétation graphique.

— y=fn(x)




Exemple. Etudier la convergence simple des suites de fonctions définies par :

1. fn: [0,1] = Rou fp(x) =2

Casl ¢ & EO,A:' ’X:xz'.
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2.2 Propriétés

Proposition. Si B C [ et si la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement vers f sur I,
alors (fn)nen converge simplement vers fip sur B.

Proposition. Si les suites de fonctions (f,,)nen €t (gn)nen convergent simplement vers f et g sur I et si A, p € K,
alors la suite de fonctions (Afy, 4+ gn)nen converge simplement vers Af + ug sur I.



