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1.2 Opérations par blocs

1.2.1 Les blocs-colonnes, les blocs-lighes

Exemple. Calculer le produit :

KHB () -( ) em, 0

Proposition. Si C est une colonne, le produit AC' est une colonne, combinaison linéaire des colonnes de A.
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Proposition. Si A et B sont des matrices telles que le produit AB est compatibles, on a :

X (f /[ By (41 - Aﬂq Aéz A{SB
4

AB = (ABy|---| AB,)

ou By,..., B, sont les colonnes de B.

Proposition. Si A et B sont des matrices telles que le produit AB est compatibles, on a :

AB

AB =

A, B

ou Ay,..., A, sont les lignes de A.



1.2.2 Matrices par blocs

Considérer une matrice par blocs, c’est regrouper des coefficients adjacents dans la matrice en blocs de sous-

matrices.
1 -1 0
Exemple. La matrice M = [1 1 0| peut étre vue par blocs en regroupant :
0 0 2
) o
1 A B
11 o | soit :
C D

1 -1
en notant A = (1 1 >,B
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Définition. Pour 1 <i<net 1< j < p,on considere des matrices :
Aij € MTM;DJ([K)
et on note N =mny + - +n,, P =p; + -+ pp. On définit alors la matrice par blocs :

All Alp
A= € Mnp(K)
Anl . Anp

Définition. En conservant les notations précédentes, on dit que A est :
« diagonale par blocs lorsque pour tout i, n; = p; et, pour tout 7,7 :
i#£j = Aj; =0
e triangulaire supérieure par blocs lorsque pour tout i, n; = p; et, pour tout 7,7 :
i>j = A;j=0

Remarque. Une matrice diagonale par blocs (resp. triangulaire par blocs) n’est pas, en général, diagonale (resp.
triangulaire).

Exemple. La matrice précédente est diagonale par blocs.



Combinaisons linéaires de matrices par blocs. Soit A et B deux matrices par blocs de dimensions compatibles
pour les combinaisons linéaires :

Ay -0 Ay By -+ By
a=| = :
Anl e Anp Bnl e Bnp
ou pour chaque (7,7) A;; et B;; sont de méme dimension, dans M, (K).
Alors, pour tout A\, € K, on a :
M+ pBin -+ Mip 4+ pBiy
M+ uB =
/\Anl + ﬂBnl e )\Anp + /LBnp

Remarque. Ainsi, lorsque les blocs sont compatibles, les combinaisons linéaires se font bloc par bloc.

Multiplications de matrices par blocs. Soit A et B deux matrices par blocs de dimensions compatibles pour
la multiplication :

Ay - Agp By -+ By
a=| | ewB=| :
Api - Ay By -+ By,
ou pour chaque (i, 7, k), Air,. € Mp,p, (K) et By; € M,, 4. Alors le produit AB s’écrit par blocs :
Ciy - Ciy
AB=| 5
Coi - Chug

P
ou Cy; = > AiByj, pour tout 4, j.
k=1

Remarque. Il importe, avant d’envisager un produit par blocs, de bien vérifier la compatibilité pour le produit des

dimensions des différents blocs. WA JJ‘CW Lirse
Corollaire. Le produit de deux matrices diagonales par blocs (resp. triangulaires supérieures par blocs) est une
matrice diagonale par blocs (resp. triangulaire supérieure par blocs).
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Matrice comme représentation d’un vecteur, d’'une famille de vecteurs

Définition. Soit F un espace vectoriel de dimension n, B = (ey,...,e,) une base de E. Pour tout = € E, on
note (z1,...,2,) € K™ ses coordonnées dans B. On appelle matrice de z relativement a la base B la
matrice :

T
X = Matg(.’b) = S Mnl([K)
Tn

Remarque. B étant fixée, I'application x — Matp(x) est un isomorphisme entre E et Mp1(K).
1
Remarque. L’application (z1,...,2n) = | © | est un isomorphisme entre K" et Mun1(K).
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Définition. Avec les méme notations, ou B est fixée, on consideére (z1,...,2z,) € EP une famille de p vecteurs.

Pour j € {1,...,p}, on note (z1j,...,2n;) € K™ les coordonnées de x; dans B. On appelle matrice
de (z1,...,zp) relativement 4 la base B la mat&ice : -
4 . - -
11 o :L‘lp &'
Matg(z1,...,2p) = | C E Mpp(K)

Tpl -+ Tpp C“

Proposition. Avec les méme notations, ou B est fixée, on considére (fi, ..., f,) € EP une famille de n vecteurs.
Pour j € {1,...,n}, on note (aij,...,a,;) € K* les coordonnées de x; dans B. La matrice de (f1,..., fn)
relativement a la base B est la matrice : J J

9 - " Je
ar 1n \ €y
P =Matg(fi,....fn) =] : : é/\/ln([K)
a .oa
nl nn e/l.
B' = (f1,..., fn) est une base de F si et seulement si P est inversible.

Dans ce cas, P est la matrice de passage de '« ancienne » base B & la « nouvelle » base B’.

Remarque. Dans une matrice de passage, on exprime en colonne les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base en
fonction des vecteurs de ’'ancienne base.
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3 Matrice comme représentation d’application linéaire

3.1 Matrice d’application linéaire

Définition. Soit E, F' deux espaces de dimensions finies p et n respectivement, munies des bases B = (eq, ..., €;)
et C = (f1,..., fn). Soit u € L(F). On appelle matrice de u relativement aux bases B et C :

ail ce a1p
Mat(u, B,C) = | : L] € Map(K)
anl1 ... Anp
ou, pour tout j € {1,...,p}, (a1j,...,an;) est le n-uplet des coordonnées de u(e;) relativement & la base C.

Remarque. Dans une matrice d’application linéaire, on exprime en colonne les coordonnées des vecteurs u(e;) en
fonction des vecteurs f;.

) - - - lep)
ai . aip
Mat(u, B,C) = | :

Théoréme.

Avec les mémes notations, ou B et C sont des bases fixées de E et F' respectivement :

¢ LE,F) — Myp(K)
u +— Mat(u,B,C)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels

Théoreme.

Avec les mémes notations, ou B est une base fixée de E :

¢ : L(E) — Myu(K)
u +— Mat(u,B)

est un isomorphisme d’algebres, qui induit un isomorphisme de groupes entre (GL(E), o) et (GLn(K), x).
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Gr b, MU B) = Mok W;)"

Proposition. Avec les mémes notations, et en notant X = Matg(x), Y = Matc(y), et M = Mat(u,B,C), on a :
y=ulzr) < Y =MX
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3.2 Théoréme du rang matriciel

Définition. Le rang d'une matrice A, c’est la dimension de Im A, c’est-a-dire le rang de la famille de ses colonnes.

Proposition. Soit A € M,,,(K). Alors :
rg(A) + dimKer A = p  (le nombre de colonnes de A)

Théoréme.
Soit A € M, (K). Alors :

rg(A) + dimKer A =n
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3.3 Retour sur la matrice de passage

Proposition. Soit B et B’ deux bases de FE, et P la matrice de passage de B vers B’. Alors :
P = Mat(ldg, B, B)

Corollaire. L’inverse de P est la matrice de passage « dans ’autre sens » :

Pass(B — B')~! = Pass(B’ — B)



4 Formules de changement de base

Remarque. Toutes les formules de changement de base doivent étre connues sous la forme « expression dans I’ancienne
base » en fonction de I’« expression dans la nouvelle base ».

4.1 Changement de base pour un vecteur

Théoréme.

19
Soit E un espace vectoriel muni des bases B et B’. On note P = Pass(B — B')= %P’g ( §3 /
Soit € E un vecteur. On note X = Matg(x) et X’ = Matp/(z). Alors :

X =PX’
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4.2 Changement de base pour un endomorphisme

Théoréme.

p P, |
Soit E un espace vectoriel muni des bases B et B’. On note P = Pass(B — B').—= %V‘z L.Br/
Soit u € L(E) un endomorphisme. On note A = Mat(u, B) A" = Mat(u, B’). Alors :

A=PAP!
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4.3 Changement de base pour une application linéaire

Proposition. Soit E un espace vectoriel muni des bases B et B’. On note P = Pass(B — B').
Soit F' un espace vectoriel muni des bases C et C’. On note Q = Pass(C — C').
Soit u € L(FE, F') une application linéaire. On note A = Mat(u,B,C) A" = Mat(u,B’,C’). Alors :

A=QAP!

E = .
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5 | Matrices sembables

Définition. Deux matrices A, B € M, (K) sont semblables si et seulement s’il existe P € GL,,(K) telle que :

A=PBP!

Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans des
bases différentes, c’est-a-dire :

JE espace vectoriel ,Ju € L(E), 3B, B’ bases de E t.q. A = Mat(u, B) et B = Mat(u, B’)




6 Trace d’une matrice

Définition. La trace d’une matrice carrée est la somme de ses coefficients diagonaux :

n

tI“(A) = Z (0777

i=1

Proposition.
e tr est une forme linéaire sur M., (K).
e Pour A, B telles que AB et BA sont carrées :

tr(AB) = tr(BA)

Corollaire. Deux matrices semblables ont la méme trace.
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Définition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E). On appelle trace de u la trace de toute
matrice représentant w.

Proposition. tr est une forme linéaire sur £(FE) vérifiant, pour tout u,v € L(E) :

tr(uowv) = tr(vou)

Proposition. La trace d’un projecteur est égale a son rang.

W (p)




O‘-\a\ Tuxw @ MQA}Q =
O condie me o Maorm,a 0fG Jowe dez St
3 = (- % | s 7 % 2. )
(md;rwf A%A&w
é_f_.; Q&'r’-—t
1, | o j
/mwj’(// 55) - W&:f L{oc>
o | o Jf-
) ples) flteg)-- f)
1 0 © o C.q
o\ ’ "\
- 5 \ (| €
\ O v o, of.



7 Sous-espaces stables

7.1 Sous-espaces stables par un endomorphisme

Définition. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, et u € L(F). On dit que F' est stable par u si et seulement
siVe € F, u(x) € F.

Remarque. On peut écrire u(F) C F, en utilisant la notion d’image directe d’'un ensemble par une application. L’intérét
de cette notion vient surtout du fait que 'on peut alors donner la définition suivante :

Définition. Soit v € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par . On peut définir :

F:F—)F
x = u(r)

qui en un endomorphisme de F', appelé endomorphisme induit.

Remarque. Ce n’est pas exactement la restriction de u a F, puisque le but aussi est réduit a F.
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Proposition. Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E stables par u, alors F' + G et F'N G sont aussi
stables par u.

Théoreme.

Soit u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Alors Ker u et Imu sont stables par v. |

Corollaire. Soit u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Alors pour A € K, Ker(u—AId) et Im(u—Ald)

sont stables par v.
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7.2 Stabilité et matrices par blocs

'F':—VQC)/CQQ---C() )

Soit E un espace vectoriel de dimension n, F' un sous-espace vectoriel de dimension p. Soit

Proposition.
,en) une base de E adaptée & F. Soit enfin u € L(E). On a la caractérisation

B = (€1, €p,€pt1,---

suivante :
F est stable par u si et seulement si la matrice de u dans B est triangulaire supérieure par blocs :

(@ ¢)

o A € M,(K) est la matrice de 'endormophisme induit up.

M) - ) anlepy ) - 4&)

|
)

/Mul(b{j}):




Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, Fi,...,F, des sous-espaces vectoriels tels que
p
E =@ F;. Soit u € L(E).
i=1

Les F; sont tous stables par u si et seulement si la matrice de u dans une base B = (By,...,B,) adaptée a
la somme directe est diagonale par blocs :

A0 0
0 A

0
0 0 A,

o A; € My, (K) est la matrice de 'endomorphisme induit ug, .

Corollaire. Soit E un espace de dimension finie n, de base B = (ey, ..., ey). Soit u € L(E) un endomorphisme
laissant stable les n droites vectorielles F; = Vect(e;). Alors, la matrice de u dans la base B est diagonale :

A 0O -0
0 X

S
0 0 A\,

ou chaque \; € K.
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