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2 |Sous-groupe engendré par une partie

Proposition. Une intersection de sous-groupes est un sous-groupe : si (H;);e; une famille de sous-groupes

de (G, ), alors ﬂ H; est un sous-groupe de G.
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’ HH(‘ C Gs
(el
e yll./ e é K; oLﬂ.t e é .n H(‘ 4"“& .ﬂﬁ‘—\(' =ﬁ {
el ceET
- Rf
. o 9 ¢ :Qr

GA-cn Jﬂ[[ %*‘é ER; co— W Sb‘w‘r""’(
do/\( ")L-Mgé (\H;
(€X
6 gﬁ‘ Y £ Ol’(t

(6T

O~ a -%'/ mw €H forc 'X:—\GH?
doe o€ (] &

€T



Définition. Soit (G, *) un groupe et A une partie de G. On appelle sous-groupe engendré par A le plus
petit sous-groupe H de (G, *) qui contient A.

Remarque. On note (A) le sous-groupe engendré par A, mais cette notation n’est pas dans le programme officiel.
Remarque. La définition signifie que H est le sous-groupe de (G, *) engendré par A si et seulement si :
o H est un sous-groupe de (G, *)
« ACH
e Pour tout sous-groupe K de (G,*), ACK — HCK
Définition. La partie A de (G, %) est dite génératrice de G lorsque le sous-groupe de (G, %) engendré par A
est G.

Remarque. On peut décrire le sous-groupe engendré par A : C’est ’ensemble des éléments de G qui s’écrivent sous la

forme :
15 €
al' *--xay”

oun €N, ai,...,an €A, e1,...,en ==x1.
Lorsque G est commutatif et noté additivement, le sous-groupe engendré par A est l’ensemble des éléments qui
s’écrivent sous la forme :

kiay + -+ kp(lp

oup €N, ai,...,ap € A sont distincts, et ki,...,kp, € Z. Ce ne sont pas tout a fait des combinaisons linéaires,
puisque les « scalaires » sont ici entiers.
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Interlude : le groupe (Z/nZ,+)

Proposition. Pour n € D\l?la relation de congruence modulo n sur Z est définie par :
a=bln] <= a—-benZ

C’est une relation d’équivalence.
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Proposition. Pour n > 2, il y a exactement n classes d’équivalences :

{0,1,..., n—1}

Définition. On note Z/nZ = {0, 1, ..., n — 1}, appelé «Z sur nZ ».

Remarque. On a bien Card (Z/nZ) = n
G '1162/“2[ ;ﬂt‘/}a map,v-c‘wlo.LoQ&%/
oo > bhe? ‘7 = b
RYAR

b dom dopivhuee dalrs b eaber
fS_ z_—.‘i O B] 6—_—_ ?: 6 -



Proposition. Pour n > 2, il existe une unique loi de groupe sur Z/nZ, encore notée +, pour laquelle 'application

k + k soit un morphisme de groupes, i.e. :

VYa,b€Z, a+b=a+b

Remarque. Muni de cette loi, (Z/nZ,+) est donc bien un groupe commutatif.
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Exemple. Construire la table de la loi + dans Z/47.
Corollaire. Pourn e N*,a € Z/nZ et k € Z,




Théoreme.

Soit n entier > 2. Alors (Z/nZ,+) est engendré par chaque k, ot k € {0,...,n — 1} est premier avec

n.

Exemple. Donner la liste des éléments qui engendrent (Z/127,+).
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4 Groupes monogene et groupes cycliques

Exemple-proposition. Les sous-groupes de (Z,+) sont les H =nZ, oun € N.
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Proposition. Le sous-groupe de (G, *) engendré par a est

(a) ={a", neZ}

Il est toujours commutatif.
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Définition. Soit (G, *) un groupe. On dit que G est monogeéne s’il est engendré par un seul élément, appelé
générateur de G :
Jr e G, G=(x)

Lorsque G est monogene et fini, on dit que G est un groupe cyclique.

/(%Z,+):<2> o s e T Vs fond?

Exemple.
e (Z,+) est monogene, car Z = (1), mais n’est pas fini.

e (Z/nZ,+) est cyclique car Z/nZ = (1) et de cardinal n.



Théoreme.

Deux situations se présentent : un groupe monogene est isomorphe & (Z,+) lorsqu’il est infini, et iso-
morphe a (Z/nZ,+) lorsqu’il est de cardinal n.

Corollaire. Pour tout n € N*, (U, x) et (Z/nZ,+) sont isomorphes.
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Ordre d’un élément dans un groupe

Définition. Soit (G, ) un groupe et a € G. On dit que a est d’ordre fini si le sous-groupe {(a) qu’il engendre
est de cardinal fini, appelé ’ordre de a.

Remarque. On note ordre(a) I'ordre de a, mais cette notation n’est pas dans le programme officiel.

Rappel. Si a est un élément d’ordre d de G, 'application :

Oa 0 Z — G
E — aF

est un morphisme de groupes, avec Im(¢,) = (a) et Ker ¢, = dZ.
De plus, I'application :
b 1 Z/)dZ — {a)
E — a*

est un isomorphisme de groupes.

Théoréme.

Si @ est un élément d’ordre d € N* dans un groupe (G, ), alors :
(a) = {e,a,ad?,... a1}

et :
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ordre(a) = Min{k € N*, a* = ¢}

ot (o) = Ged Lap



Corollaire. On conserve les notations précédentes. Alors, pour tout n € Z :

a"=e < d|n

A
e =~ o
Aq +~
= O
n
-:_(adqo»
{ ~n
-2 q
n
==
£
A =2



Théoréme.

Soit (G, *) un groupe fini. Alors tous ses éléments sont d’ordre fini.
Plus précisément, pour tout a € G :
ordre(a) | Card(G)

Card(G) _ e

c’est-a-dire que a

Corollaire. Tout groupe fini dont le cardinal est premier est cyclique, et engendré par chacun de ses éléments
différent du neutre.



