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Applications linéaires, endomorphismes

2.1 Structure sur des ensembles d’applications linéaires

Proposition. Soit E, F,G des espaces vectoriels sur K. Alors L(F,G) x L(E,F) — L(E,G) est bilinéaire.
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Proposition. Soit E, F' deux espaces vectoriels sur K. Alors (L(E, F),+,+) est un espace vectoriel.
Lorsque E et F sont deux espaces de dimensions finies respectives n et p, alors L(E, F') est de dimension
finie n X p.

marque. En particulier, I'espace L(E,K) des formes linéaires sur E est un espace vectoriel. On le note parfois E* et

il s’appelle I’espace dual de E. Son étude est hors programme.
Lorsque E est de dimension finie, L(E,K) est de méme dimension finie.
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Proposition. Soit F un espace vectoriel sur K. Alors (L(E),+,0,-) est une algébre, non commutative et non
integre.

roposition. Soit £ un espace vectoriel sur K. Alors (GL(E), o) est un groupe, non commutatif.
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2.2 Définition par I'image des vecteurs d’une base

Théoréme.

Si (ei)ier est une base d’un espace vectoriel E, (fi)icr une famille de vecteurs d’un espace vectoriel F,
indexée par le méme ensemble I, alors il existe une unique application linéaire u € L(E, F) telle que,
pour tout i € I, u(e;) = fi.

Remarque. Ce théoréme est a la base de la notion de matrice représentant une application linéaire.
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o u est surjective si et seulement si (f;);es engendre F.

Corollaire. Avec les notations précédentes :

o u est injective si et seulement si (f;)ier est libre.
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Proposition. Une application linéaire £ — F' est un isomorphisme si et seulement si elle transorme une (resp.
toute) base de E en une base de F.

Corollaire. Deux espaces de dimensions finies sont isomorphes si et seulement si ils ont la méme dimension.



2.3 Définition par les restrictions a des sous-espaces en somme directe

Théoreme.
p
Soit Ei,...,E, des sous-espaces vectoriels de E tels que £ = € E;. Pour tout 4, on considére u; €
i=1
L(E;, F).
Alors il existe une unique application linéaire u € L(E, F) telle que u|g, = u; pour tout i.

Corollaire. Deux applications linéaires qui coincident sur tous les F; sont égales. On peut définir une application
linéaire en se contentant de la définir sur chaque Fj.

Remarque. La donnée, pour tout i € {1,...,p}, de u; € L(E;, F) permet donc de définir sans ambiguité une application
linéaire u € L(E, F) définie sur E tout entier.
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2.4 Rang

Définition. Soit f une application linéaire. Lorsque son image est dimension finie, on dit que f est de rang fini,
et on définit le rang de f par :

rg(f) = dim(Im f)

Proposition. Le rang est inchangé lorsque I'on compose a gauche ou a droite par un isomorphisme.



Théoreme du rang, forme géométrique.

Soit u € L(E, F) une application linéaire, et S un supplémentaire de Keru dans E. Alors u induit un

isomorphisme de S sur Imuw, i.e. :
w: S — Im(u)

est un isomorphisme.

Théoréeme du rang.

En particulier, si F est de dimension finie, alors u est de rang fini et :

dim Esource = dim(Ker u) + dim(Imw)  soit encore  rg(u) = dim Esoyree — dim(Ker u)

Corollaire.  Soit w € L(E,F) une application linéaire, avec E et F' de méme dimension finie. Alors u est
bijective si et seulement si u est injective, si et seulement si u est surjective.
Le résultat s’applique en particulier pour les endomorphismes en dimension finie.




3 |Annexes

3.1 Un mot sur les équations linéaires

On s’intéresse aux équations linéaires, de la forme :
u(z) =b

ol u € L(E,F),be F et d’inconnue z € E.
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