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Equations différentielles linéaires
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Remarque. Avant toute résolution d’une équation différentielle, on commence par reconnaitre (et annoncer)
le type de I’équation différentielle et se placer sur un intervalle ot les résultats s’appliqueront.
Remarque. Les résultats de premiére année concernant la résolution des équations différentielles linéaires du

premier ordre sont a bien connaitre.



Equations différentielles linéaires scalaires

Définition. Soit a, b et ¢ trois fonctions continues : I — K, ou I est un intervalle de R. L’équation :
(B) « ¥ +a(t)y' +b(t)y = c(t)

est appelée équation différentielle linéaire (scalaire) d’ordre 2.
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On dit que y : I — K est une solution de (F) sur I lorsque :

e y est deux fois dérivable sur I

« Viel, y(t) +a()y () + b(t)y(t) = c(t)
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Remarque. Lorsqu’une équation est donnée sous la forme :

alt)y” + B(t)y" +~(t)y = d(t)

ot o, B, v et § sont continues, on commence par définir un intervalle I sur lequel o ne s’annule pas et sur
lequel I'équation est normalisable :
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Pour appliquer les résultats de ce chapitre, il est donc important de travailler sur un intervalle, d’avoir
une équation normalisable. Contrairement au cas des équations différentielles linéaires d’ordre 1, il n’est
en général pas utile de normaliser I’équation car il n’y a pas de formule de résolution a appliquer.

On appelle équation homogéne associée a (E) 1'équation :
(Eo) : y" +a(t)y +b(t)y =0

ou le second membre a été remplacé par 0.



Proposition. On conserve les notations et hypotheses de la définition.

L’ensemble Sy des solutions sur I de I’équation homogene (Fjp) est un espace vectoriel, sous-espace
vectoriel de C?(I,K).
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Proposition. On conserve les notations et hypotheses de la définition.
On suppose disposer de %1, solution particuliere de (F).
L’ensemble S des solutions sur I de I'équation (FE) est I'espace affine passant par y; et dirigé
par So :

S=y1+ 8

c’est-a-dire que les solutions y de (E) sont les sommes de la solution particuliére y; et d’une
solution quelconque de 1’équation (FEp).
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Théoreme de Cauchy linéaire.

On conserve les notations et les hypotheseg’ de la définition : I est un intervalle, a, b et ¢ sont
continues sur I.

Soit to € I, yo, Y € K.

Le probléeme de Cauchy :

Y+ a(t)y’ +b(t)y = c(t)
(P) : q y(to) = yo
Y (to) = v

admet une solution et une seule sur I.
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Corollaire. Toujours avec les notations et hypotheses de la définition : I est un intervalle, a, b et ¢
sont continues sur I.
Alors 'ensemble Sy des solutions de 'équation homogene (Ep) est un espace vectoriel de dimen-
sion 2.
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Remarque.

o Pour connaitre Sy, il suffit donc de connaitre deux solutions y§ et y2 non proportionnelles de (Eg). On
dit parfois que (y3,y3), base de Sy, est un systéme fondamental de solutions.

e S est donc un sous-espace affine de dimension 2, c’est-a-dire un plan affine. Si y; est une solution parti-
culiére de (E) et y},y2 deux solutions non proportionnelles de (Ey), alors :

S = y1 + Vect(yd, y2)



