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2 Fonctions génératrices
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On s’intéresse dans ce paragraphe aux variables aléatoires qui sont & valeurs dans N. Typiquement,
celles qui apparaissent dans des situations de comptage.

2.1 Définition

Lemme. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La série entiére :

> P(X =n)t"

n=0

converge normalement sur [—1,1], et son rayon de convergence satisfait : Ry 3 1.
fovs, Onente { ()20 E”
Veel 1) [fuln] € P(Kae)  amolyy ant
tt‘g i vy M Somunn A
Roe. th crr wvomlond o -, 1)
doe K3 4.

Deane pfamerolnine
Définition. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On définit la fonction génératrice de X
par :

Gx : h—)ZP(in)t” (au. WeaSs e ke ¢ )

n=0

Remarque. Gx(1) =1 et Gx(t) = E(tX) par la formule de transfert.
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Proposition. La loi d’une variable aléatoire a valeurs dans N est caractérisée par sa fonction généra-
trice.
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Fonctions génératrices des lois usuelles.

Si X ~ % ([1,n]), alors Gx(t) = %(t+t2 + -+ t).
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Si X ~ A(p), alors Gx(t) = pt + (1 — p).
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Si X ~ B(n,p), alors Gx(t) = (pt + (1 — p))".
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o Si X ~¥(p), alors Gx(t) =
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2.2 Propriétés

Proposition. On conserve les notations précédentes. Gx est continue sur [—1, 1].
Proposition. On conserve les notations précédentes.
X admet une espérance finie si et seulement si Gx est dérivable en 1 (a gauche).
Dans ce cas :

E(X) = Gx(1)

Proposition. On conserve les notations précédentes.
X admet une variance si et seulement si Gx est deux fois dérivable en 1 (& gauche).

Dans ce cas :
G%(1) = E(X(X - 1))

Remarque. De cette égalité, il faut savoir retrouver rapidement expression de la variance a 'aide de G :
V(X) = G%(1) + Gx (1) — (G (1))?

Exemple. Retrouver par les fonctions génératrices espérance et variance des lois usuelles.
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Proposition. On conserve les notations précédentes.

X admet une variance si et seulement si Gx est deux fois dérivable en 1 (a gauche).
Dans ce cas :

Gx(1) =E(X(X - 1))

marque. De cette égalité, il faut savoir retrouver rapidement ’expression de la variance a 'aide de G :
V(X) = G%(1) + G (1) = (G (1))?

xemple. Retrouver par les fonctions génératrices espérance et variance des lois usuelles.

lore >4 , e €‘)’/{, eC
6'c B> > (Kt
wo|

G (H = S P(Xze)mlmE

w9

2

b
doc Gy(4)= %u (1= (Kea) = E( X (X))
Exemple. Retrouver par les fonctions génératrices espérance et variance des lois usuelles.
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2.3 Fonction génératrice et somme

Proposition. Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. Si X et Y sont indépendantes,
alors pour tout t €] — 1,1[ :

Gxyy(t) = Gx(t) Gy (t)

ou Gx(t) Gy(t) est le produit de Cauchy des deux séries entiéres.
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Proposition. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de
parametres respectifs A et pu. Alors :
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Proposition. Soit X, Xo, ..., X, des variables aléatoires a valeurs dans N. Si elles sont indépendantes,
alors pour tout ¢ €] —1,1[ :

Gx14Xot+x, (1) = Gx, (1) Gx, (t) ... Gx, (t)
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Loi faible des grands nombres

Loi faible des grands nombres.

Soit (X, )nen une suite i.i.d. de variables aléatoires de variance finie. On note m = E(X1) (les
espérances sont toutes égales), o = o(X7) (les écarts-types sont tous égaux) et :
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Remarque. Pour déterminer la probabilité d’un événement A, I'idée courante consiste a répéter I'expérience
aléatoire un grand nombre de fois, et observer le nombre d’apparition de I’événement A. Lorsque le nombre
d’expérience augmente, la fréquence d’apparition de A devrait se rapprocher de la probabilité de A.

La loi faible des grands nombres formalise et quantifie cette intuition : En notant p = P(A) et Xy I'indica-
trice de A, on a X, ~ HB(p) et X représente le nombre de fois que A a été observé a I'expérience k. Ainsi,
la fréquence d’apparition de A au cours des n répétitions est la variable aléatoire :

Alors, pour tout € > 0 :
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Par la loi faible des grands nombres,

Ve > 0, P(|Mn—p|<s)m>1

On peut dire que I’événement « M, tend vers p = P(A) » est quasi-certain.
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