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3.2 Probabilités composées

Probabilités composées.

Pour deux événements A et B tels que P(B) >0, on a :

P(ANB) = P(A| B) P(B)

m—1
Plus généralement, si A1, ..., Ay, sont des événements tels que P ( N Ai) >0,ona:
i=1

P <ﬂ Ai> =P(Ap | A1 N---NAgNAy)... P(A3 | AyNAy) P(Az | Ay) P(Ar)
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3.3 Probabilités totales

Probabilités totales.

Soit (A;)ier un systéme complet ou quasi-complet d’événements, avec I fini ou dénombrable.
Pour tout événement B :

P(B)=) P(Bn A,
el

= P(B|A;)P(A)
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3.4 Formule de Bayes

Formule de Bayes.

P(Aat
?(¢)

Soit A et B deux événements tels que P(A) > 0 et P(B) > 0. Alors :

P(B|A)P(A)

- P(B)

_ P(B|A)P(4) , -

~ P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A) si de plus P(A4) #0

P(A|B) =

Plus généralement, si (4;);er est un systéme complet ou quasi-complet d’événements, avec I au
plus dénombrable, alors pour tout événement B de probabilité non nulle et tout i :

P(B|A;)P(4;)

P(AlB) = =5 Brag Ay
kel

en adoptant la convention P(B|A;)P(A;) = 0 si P(4;) = 0.




Exemple.

1. On dispose d’un test de dépistage d’'une maladie. En principe, celui-ci est positif si le patient est
malade, mais le test n’est pas fiable & 100 %.
Plus précisément, si le patient est malade alors le test est positif 99.9 fois sur 100.
Mais 4 fois sur 1000 il est positif sur une personne non malade.
On sait qu’environ 2 %o de la population est atteinte de la maladie.
Quelle est la probabilité qu'une personne soit malade sachant que le test est positif?
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2. On dispose d'un second test de dépistage de la méme maladie, moins bon que le premier. Mais
on le teste maintenant sur la population qui s’est révelée positive au premier test.
Si la personne est malade le test B est positif 97 fois sur 100. Mais 8 fois sur 1000 il est positif

sur une personne non malade. Environ 1/3 de la population testée est atteinte de la maladie.
Quelle est la probabilité qu'une personne testée soit malade sachant que le test B est positif ?
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4 |Indépendance

4.1 Indépendance de deux événements

Définition. Deux événements A et B sont dits indépendants si et seulement si :
P(ANB) = P(A) P(B)

Remarque. Dans le cas ot P(B) > 0, cela revient a dire P(A | B) = P(A), c’est-a-dire que la réalisation de B
n’influe pas sur la réalisation de A.
Deux événements disjoints ne sont en général pas indépendants : la réalisation de I'un interdit la réalisation
de lautre.

Proposition. Si A et B sont indépendants, alors :

o A et B sont indépendants
« A et B sont indépendants

Remarque. Le résultat s’étend au cas de n événements.



4.2 Indépendance d’une famille finie d’événements

Définition. Soit (A4;)1<i<m une famille finie d’événements.
o Les événements sont deux & deux indépendants si et seulement si, pour tout ¢, j € {1,...,m} :

i#j = P(A;NA)) = P(A;) P(4))

o Les événements sont indépendants si et seulement si, pour toute partie (finie) J C {1,...,m}
non vide,
P (ﬂ AZ-) =1 P
icJ icJ

Remarque. On utilise parfois I'expression « mutuellement indépendants » pour désigner 'indépendance.
Des événements peuvent étre deux a deux indépendants sans étre indépendants.
Exemple. On lance deux dés discernables, et on consideére les événements :

A = «le premier dé donne un résultat pair »
B = «le second dé donne un résultat pair »
C = «la somme des résultats des deux dés est paire »

Les événements A, B et C sont deux & deux indépendants mais ne sont pas (mutuellement)
indépendants.
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5.4 Annexe : libérons les sommes!

5.4.1 Somme d’une famille finie

Exemple. On considére la famille de nombres décrite par :

Qu’est-ce que la somme de cette famille de nombres ?
Comne %
On (4 (7 4 [ 4 [ ‘}/ @)
b o Amdusel By HpTm 2l an Gl

M

a: = A+ e deae D

k“
A1

1

Or’,f O «yw-lf wliles G Cﬂw‘uﬁ/ Lemocalini &

Sc o U wi S s O~
V(’“T*Lf gl g ek

oWrd & = acpdi=t .



5.4.2 Somme d’une famille de réels positifs

1
Exemple. On considére la famille de réels positifs (—4> indexée par N*. Qu’est-ce que la somme
" /) nen+
de cette famille ? )
Et la somme de la famille (—) ?
"/ nen+
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5.4.3 Somme d’une famille dénombrable de réels positifs

indexée par N* x N*. Qu’est-ce

Exemple. On considere la famille de réels positifs (—4)
P+ poey

que la somme de cette famille ?
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Résultat. On admet que ’on sait associer & toute famille au plus dénombrable (z;);c; de réels positifs

sa somme Za’l € [0, +00] et que, pour tout découpage en paquets I = U I,del,ona:
el neN

el n=0 \i€l,

La famille (x;);ecr est dite sommable lorsque Z x; < 4o00.
il
En pratique. Dans le cas d’une famille de réels positifs, on peut découper, calculer, majorer les
sommes directement, la finitude de la somme valant preuve de sommabilité. Bref, on calcule
« naturellement » avec les sommes de familles de réels positifs.
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Exemple. Pour s > 1, on note ((s) = Z prl Montrer que :

n=1

+oo /400 1
C(g) = Z <Z TLS+1>
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5.4.4 Somme d’une famille de réels quelconques

—1)n
Exemple. On considére la famille de réels (Q> indexée par N*. Qu’est-ce que la somme de
n neN*

cette famille ?
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5.4.5 Somme d’une famille dénombrable de réels quelconques ou de complexes

Définition. Une famille (z;);cr au plus dénombrable de nombres réels ou complexes est dite sommable
si et seulement si (|z;|)ier Vest.

Proposition. Si |z;| < y; pour tout i € I, la sommabilité de (y;);cr implique celle de (z;);er.

En pratique. En cas de sommabilité, les sommes se manipulent « naturellement » grace aux propriétés
suivantes : croissance, linéarité, sommation par paquets.

Cas des sommes doubles. Dans le cas particulier des familles indexées par N2, le découpage par

paquets « verticaux » ou « horizontaux » s’appelle le théoréme de Fubini, et I’on retrouve le produit
de Cauchy étudié avec les séries numériques.
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