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2 |Endomorphismes autoadjoints et matrices symétriques réelles

2.1 Endomorphismes autoadjoints

Définition. Dans E espace euclidien, on considére v € L(E). On dit que u est un endomorphisme
autoadjoint si et seulement si :

Vr,y € B, (u(@),y) = (z,u(y))

On note .(E) 'ensemble des endomorphismes autoadjoints de E.

Remarque. On trouve aussi la terminologie « endomorphismes symétriques » pour désigner les endomorphismes
autoadjoints.

Exemple. Les symétries orthogonales, les projections orthogonales sont des endomorphismes autoad-
joints.
La transposition, dans My (R) muni de son produit scalaire canonique, est un endomorphisme
autoadjoint.
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Théoréme.

Soit u € L(F), B une base orthonormée de E, et M = Mat(u, B).
I’endomorphisme u est autoadjoint si et seulement si M est une matrice symétrique, c’est-a-
dire MT = M.

Remarque. Il n’y a aucun résultat si on ne travaille pas dans une base orthonormée.
\ ¢ -
Oun l’iaola‘M[/ p\’uatbv:’/ veebaie Mot L.
«° o
,r}&’r\ w-a‘m:‘wﬂc_ S'Zub%?.q,
()Mw:
-

C&M% .5}-;((4.—-2M) b o1

Al - A Lea)
O~ H - ‘\ 1
[y
<‘*(€J'), > ¢
[ 08

b C"‘ﬁ [r(]c,a’ = {Aayy), &> = coordd o'; Uleg
(=] O e an omlpoolyih
30‘:,9‘ EMy) &> = < o jald >
e thcg’ = {“355
Ao n=m"
(€10 g M1
Notrns 2= Z_{w e (2 = enre>)

‘g:&z‘; ‘(’*CJ‘_



\J
M
MM 3
2
al
=N
N
Q
£
S
vV

h»ﬁwf :B‘_(\(q.--e,.,) bece om
AL au_t:odam«b/ Mz Mot (a, 3

2,9 €€ X, U woh oo da oy donB

al  Lab)yy> = (Mg i) ) (Meryl)

= (RX)T ¥
= X' NT‘( -~ X"HY



2.2 Réduction des endomorphismes symétriques

Proposition.
e Soit M une matrice symétrique réelle. Alors xas est scindé sur R.

e Soit w un endomorphisme autoadjoint. Alors x, est scindé sur R.
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Proposition. Soit u € £(E) un endomorphisme autoadjoint de E et F' un sous-espace vectoriel de E.
Si F est stable par u, alors F- est stable par u.
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Proposition. Soit u € £(E) un endomorphisme autoadjoint de E.

Alors ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux, et sont donc en somme directe
orthogonale.
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Théoreme spectral.

Tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien admet une base orthonormée de vecteurs
propres.

Remarque. 1II s’agit bien d’un théoréme de diagonalisabilité : Si u un endomorphisme autoadjoint de E espace
euclidien, alors :

o E est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de u.

o wu est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.
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Corollaire. Pour toute matrice symétrique réelle A, il existe une matrice diagonale réelle D et une
matrice orthogonale P telles que :

A=PDP'=pDPT

Remarque. On note I'intérét d’avoir une matrice de passage orthogonale : P~1 = PT.
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2.3 Endomorphismes autoadjoints positifs ou définis-positifs

Définition. Soit v € .’(E) un endomorphisme autoadjoint.
e On dit que u est positif si et seulement si Vx € E :
(u(z),z) =0
e On dit que u est défini-positif si et seulement si u est positif et :
(u(z),z) =0 = z=0
On note . T (E) (resp. .11 (E)) I'ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs (resp. définis-

positifs).
Remarque. On peut aussi traduire que u € .#(FE) est défini-positif par :

Vee E, v #0 = (u(z),z) >0
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Définition. Soit S € S,(R) une matrice symétrique réelle.
o On dit que S est positive si et seulement si VX € M, 1(R) :
X'SX >0
e On dit que S est définie-positive si et seulement si elle est positive et :

MK RWSX>o el XTSX=0 = X=0

On note S (R) (resp. S+ (R)) 'ensemble des matrices symétriques positives (resp. définies-positives).
Remarque. On ne parle de positivité que pour les endomorphismes autoadjoints (resp. pour les matrices
symétriques réelles).

Remarque. Siu e T (E), (u(z),y) définit un produit scalaire sur E.
Si M € S$;(R), XTMY définit un produit scalaire sur My, 1(R).



Caractérisation spectrale.

Soit u € S (E).

o u est positif si et seulement si Sp(u) C Ry ;

* u est défini-positif si et seulement si Sp(u) C RY.
Soit S € Sp(R).

o S est positive si et seulement si Sp(S) C Ry ;

S est définie-positive si et seulement si Sp(S) C R.

Vm__«g:
Trawcldor  walice:llowr . Car Se S ()

bge S eST) o= S() c
(=) Owaeppae ¥kem (@) XTSX 20
S:rﬂ >\é gp(g) / g(ﬁm X’éo \&(ib(‘mﬂ &Maa;c'
02 X'sx - XTAX = Alxy*
AN~
>0
Die Ao

Sl X e M, (R). Mo KTSX3 0

for 2 x Medel D Pe€0, (R) %‘
S- PDeT
M (e
o= D- (Co\ :\~ ox A0 VE



Lanly )/'ﬂ-)

/ \ S-PDPT
\ X=¢xX'
x

IT'DX

er

XTSx = x" ppe™ x
(e™x) D (0" x)

i\

S Se Sy
Moo Se SHW) = G () e R
@ ge‘;]/ 7(- ? SX'—‘-O (=) Onseppne Fem @y X'SX 20

SHANESP(S), Sl XE0 reclar pppe Genomse”

02 X'sx . XTAX = ANx(®
A~
>o
Dinc >\>,0

A’ew, XTQX':: KTO.X:O



doe X=0 (a Se SHw)
doe O Wt oy e S

(E] Om oo H() € W5
St Xe M, (R) & X'SX=o
froe & whiro putsduto
0= XTSX = Aot oo e Aumin?
Som lle o @ (it
foc ¥k Xyl = O
or Ny go doe Y& oo
Joc. X,: O
Ao XoPX' =0

<M(M),7\> oz n = Z'h{&‘
o~ a “=c
= <Z%'MC&') Z’x'c}'>
e [ =X 3
. L
- 2 2o Laate) e >
=0 ﬁr';c a r =14

sz,; > (Z,!-,—Cn.) ve»,u ON AR veclo W&Qa

Mo, gurn  Uplin A A - - Aa



[ ~
<AAC‘>L\, n> :_dl ne () | Zo«a'eg' >

ree f(\'::_\



