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1.5 Isométries d’un espace euclidien de dimension 3

Dans ce paragraphe, on travaille dans un espace euclidien F3 de dimension 3.

Proposition. Si u € SO(E3), alors il existe une base orthonormée directe B = (e1, eq,e3) de E3 et
0 € R tel que, par blocs :
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R0 cos 6 —sin9§ 0
Mat(u, B) = ( 0 ) = | sinf cosf : 0
0 0 :1

u s’appelle la rotation vectorielle d’axe dirigé et orienté par ez, et d’angle 6.
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Détermination pratique de I’axe et de I'angle d’une rotation.

Soit u € SO(F3). . . sy ol e L
1. On vérifie que u € O(E3) -~ o*vefwfui o o { m o
: : v ()

2. On vérifie que u € SO(E3). A—L\’

3. On détermine 'axe de la rotation en déterminant Inv(u) = Ker(u — idE).;a ('4» )
On choisit eg unitaire qui dirige et oriente cet axe.

4. L’angle 0 de la rotation peut étre déterminé au signe prés en remarquant que :
tru=2cosf + 1
5. Le signe de 6 est déterminé en prenant e; unitaire et orthogonal a es, et en remarquant que :

sinf = (e3 A ey, u(er)) = [e3, e1,u(er)]
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Exemple. Reconnaitre les endomorphismes canoniquement associés a :

1 2 2 1 1 -2 -2 1
A= 3 1 -2 2 et B = 3 -2 1 =2
/ 2 -1 =2 1 -2 =2
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Remarque. Siu € O(E3) \ SO(E3), on peut montrer que dans une base orthonormée directe bien choisie, la

matrice de u est de la forme (par blocs) (}39 _01> = (}3‘9 (1]> <{)2 _01> = ({)2 _01> <}(2)9 ?) u est

donc la composée commutative d’une rotation d’axe Vect(es) et d’une réflexion de plan Vect(ez)*.
On peut aussi donner un théoréme de classification des isométries vectorielles, basée sur la dimension de
Inv(u).
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