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Proposition. Soit M € M, (R). Sont équivalentes :
(1) M est une matrice orthogonale ;

(it) MM = I,,;

(iii) M est inversible et M~ = M T ;

(iv) MMT =1I,,;

(v) Les colonnes de M forment une base orthonormée de M,, 1(R);
(viy—testigmes—de v —formemnt e base orthomormée de M (R).
Remarque. En pratique, c’est le point (v) qui est le plus simple a rédiger.

Attention au vocabulaire : une matrice orthogonale est une matrice dont les colonnes forment une base
orthonormée.



Corollaire. Un endomorphisme de E est une isométrie vectorielle si et seulement si sa matrice dans
une base orthonormée est orthogonale.
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Proposition. Soit B une base orthonormée de E et B’ une famille a n vecteurs de E. Soit P = Matg(B’).
Alors B’ est une base orthonormée si et seulement si P est une matrice orthogonale.
Corollaire. Les matrices orthogonales sont les matrices de changement de bases orthonormées.
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Définition. On note O, (R), ou parfois O(n), 'ensemble des matrices orthogonales de M, (R). Muni
de la loi X, c’est un sous-groupe de GL,(R), appelé groupe orthogonal d’ordre n.
Proposition. Soit M € O, (R). Alors det M = +1.
Définition. On note :
SO, (R) ={M € O,(R) t.q. det M = +1}

C’est un sous-groupe de O, (R) appelé groupe spécial orthogonal. On trouve aussi la notation
SO(n)er. O (1)
Remarque. Siu € O(E), alors det u = £1. On peut définir de méme :

SO(E) = {u € O(E) t.q. detu=+1}

Ses éléments s’appellent les isométries vectorielles directes (ou positives), tandis que celles de déter-
minant —1 sont qualifiées d’indirectes (ou négatives).
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1.3 Espace euclidien orienté de dimension 2 ou 3

Dans ce paragraphe, on travaille dans un espace euclidien de dimension 2 ou 3.

1.3.1 Orientation

Définition. Soit B et B’ deux bases de E et P la matrice de passage de B a4 B’. On dit que B et B’
définissent la méme orientation si et seulement si det P > 0.
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Proposition. Soit B et B’ deux bases orthonormées de E et P la matrice de passage de B a B'. B et

B’ définissent la méme orientation si et seulement si P € SO, (R).
Remarque. Deux bases orthonormées B et B’ définissent la méme orientation si et seulement si :

det = det
B B’
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Définition. Orienter ’espace, c’est choisir une base B et 'appeler directe. Les bases définissant la
méme orientation que B sont aussi appelées directes, les autres indirectes.
En dimension 2 et 3, les bases canoniques sont choisies pour étre directes (sens trigonométrique,
régle de la main droite).

1.3.2 Produit mixte

Définition. On appelle produit mixte d’une famille de 2 vecteurs (resp. 3 vecteurs) d'un espace
euclidien orienté de dimension 2 (resp. 3) le déterminant de cette famille dans une base orthonor-
mée directe.

On note [u, v] (resp. [u,v,w]) ce produit mixte.
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Interprétation géométrique. [u,v] est 'aire algébrique du parallélogramme construit sur (u,v).
[u, v,w] est le volume algébrique du parallélépipéde construit sur (u, v, w).
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1.3.3 Produit vectoriel

Définition. Dans FE espace vectoriel de dimension 3, on considere deux vecteurs u,v. On appelle
produit vectoriel de u par v, et on note u A v, I'unique vecteur tel que :

Vw € E, [u,v,w] = (uAv,w)
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Proposition. Soit u, v deux vecteurs de F espace eucliden de dimension 3.
o uAv=0siet seulement si (u,v) est liée.
e Si (u,v) est libre, alors u A v € Vect(u,v)* et (u,v,u A v) est une base directe.

L’application (u,v) — u A v est bilinéaire et antisymétrique (i.e. u Av = —v A u).
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o o Si (u,v) est libre, alors u A v € Vect(u,v)’ et (u,v,u A v) est une base directe.
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L’application (u,v) — u A v est bilinéaire et antisymétrique (i.e. u Av = —v A u).
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Remarque. Le produit vectoriel est donc un outil commode pour construire un vecteur orthogonal a deux
vecteurs donnés.
On a aussi, si ey, ez unitaires et orthogonaux, alors (e1,e2,e1 A e2) base orthonormée directe.

€N =€,
2 &

Calcul du produit vectoriel dans une base orthonormée directe. Soit u @) et v (Z’ ) Alors :
Zl
yz' — zy/
uAv | z2' — 2
xy' — ya'
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1.3.4 Orientation d’un plan ou d’une droite dans un espace euclidien de dimension 3

Définition. Orienter une droite D dans ’espace euclidien de dimension 3, c’est choisir une base
de D, c’est-a-dire un vecteur directeur (non nul) de D.
On dit que deux vecteurs u; et uo définissent la méme orientation de D si et seulement si
<U1, U2> > 0.

Ay /..(..

>

o, owulr D

Définition. Orienter un plan P dans ’espace euclidien de dimension 3, c’est choisir une base de P,
c’est-a-dire un couple de vecteurs (u, v) non colinéaires de P.
On dit que deux bases (u1, v1) et (u2,v2) définissent la méme orientation de P si et seulement
si (ug Avi,us Avg) > 0.

Remarque. Le choix d’une orientation de P revient donc a choisir un vecteur n non nul orthogonal a P.
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1.4 Isométries vectorielles d’un plan euclidien

Dans ce paragraphe, on travaille dans un espace euclidien Fy de dimension 2.

1.4.1 Etude de O5(R)

Proposition. Le groupe SO2(R) est constitué des matrices :
cosf) —sinf
Ry = <sin0 cos )
Ry est appelée matrice de rotation plane d’angle 6.
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Proposition. Le groupe SO3(R) est commutatif et on a :

V91, 0, € R, R91R92 = R91+02

Po, o, =
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Proposition. L’ensemble O2(R) . SO2(R) est constitué des matrices :
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1.4.2 Isométries vectorielles, angle

Proposition. Soit u € SO(FE3). Alors il existe 8 € R tel que, dans toute base orthonormée directe
de Es, la matrice de u soit Ry.
On dit que u est la rotation vectorielle d’angle 6.

Remarque.
o Il est remarquable que la matrice de u ne dépende pas de la base orthonormée directe choisie.
e 0 n’est pas défini de fagon unique, mais a 2w prés. On dit que c’est une mesure de I’angle de la rotation.

e L’écriture complexe de la rotation vectorielle d’angle 6 est :

2z ez

AT cosf —sinf\ [z
Y sinf  cosf Y

Elle coincide bien-sir avec :
lorsque z = x + iy.

Remarque. Si z,y sont deux vecteurs unitaires, alors il existe une unique rotation u € SO(FE3) telle que
y = u(x).
Si x,y deux vecteurs non nuls, on peut alors appeler mesure de I’angle orienté (x,y) tout réel 0 tel que

la rotation d’angle 6 envoie ”i—” sur WyLH

(o

el



. :-( ZIM oND .
O"\ Cl-fv&\x 'Qq':;\}:“ e, % Lt,ez_)
(D'Q—%-ZLL

bfls fo B e 8= (4 ,8,) bomonD
. ’ g ) W4\ - & g
On w w ey (e) 13 \&@4):(4
MU—,,\ "JL
N b e BND aun Foe OND

A € SOo(E)
d‘-’“ e BV a nolrals OL‘OU\—%QG’.

O appelle. @ @i o da sy



1.4.3 Classification des isométries vectorielles du plan euclidien

Proposition. Siu € SO(FE»), et u # +idg, alors u n’est pas diagonalisable.
Si u € O(F2) ~ SO(FE), alors u est diagonalisable et c’est la symétrie orthogonale par rapport a
I'espace propre Eq(u).

Théoreme.

Soit u € O(Es). On note Inv(u) = Ker(u — idg) ses vecteurs invariants.
o SidimInv(u) =2, alors u = idg.
o SidimInv(u) =1, alors u est la réflexion d’axe Inv(u).

e Si dimInv(u) = 0, alors u est une rotation (éventuellement —idg).




