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Intégration et séries de fonctions § (‘m.ro.h»\r!

Intégration terme a terme sur un segment

Théoréme d’intégration terme a terme sur un segment par convergence uniforme.

Soit a < b, et > fr, une série de fonctions définies sur un segment [a, b].
Si:

o Y fn converge uniformément sur [a, b] (on note S sa somme),
o [a,b] est un segment,
e les f,, sont continues,

alors :

b
o la série Z ( / () dt) converge,
400 ,p b
° fa)dt= | S@)dt
X o=

Remarque. On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

+f/bfn(t)c‘ht:/

n=0"4% @

b +oo

> faltydt
n=0

Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme, et masque les problémes
de convergence des séries envisagées.
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Exemple. Montrer que, pour tout x € [R+Z / the~tdt = x.
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3.2 Interversion )"/ [ sur un intervalle quelconque

Théoréme d'interversion Y / [ sur un intervalle quelconque. 4 b%r,ﬂn, zz'w'o_&vu

Soit > fn une série de fonctions définies sur un intervalle I. (CNE)
Si:

e > fn converge simplement sur I (on note S sa somme),
o les f, et S sont continues par morceaux sur

e les f, sont intégrables sur I,

o la série numérique Z ( / [ fn ()] dt> converge,
I

alors :
o la fonction S est intégrable sur I,

- /Is(t)dtzgflfn(t)dt

Preuve. La démonstration est hors programme. O

Remarque.

e On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

+o0 +oo
?;)/Ifn(t)dt=/l7;)fn(t)dt

Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréeme, et masque les problémes
de convergence des séries et des intégrales envisagées.

o L'’intégrabilité des f, sert a justifier existence des |, 1 fn-
 L’hypothése importante de ce théoréme est la convergence de la série Y, [ | ful.

o Dans certains ouvrages, ce théoréme s’appelle « théoréme de la convergence L' ».



Exemple. Montrer que /1 Int dt i" !
X . Mon :  dt=— .
P q 0 1—-t ot n2

e S b f“i el oo e 0,4
P @ Livege du O, f‘_t— ~ O (“ﬁtlbmea( e@w O
e O rsimeye e L
S (4-4) = "‘“(Z‘“) g 820

o - 4 ,(‘»tlép—@eg e bhao

4 1 Yo
. j b / 0l Y A"
L A=k | e
A 4
I DR S NS

ﬂﬁ'w,w bt dilrevsen avee £(0)2 K 4ot

]
Gwvo-ﬂd.b.b_%z L 0l O /hod. f WJH\A“: 7

Ts claler
# 2Z{. commcp gaqfunt o Do 1(
p)a_u»uj\ Lo e o dr G Do ol j“:_

x b f,,\ A S sed cokinm, (Parmcx) wan~ Jo, 1



* ds j’,\ ok ciocmllen s Yo [
P A x‘“&tz o
(44«{ M=9 = ((“Cf—):ﬂnv (‘~Ean&)

O i e 1 ,{N_(;—‘ t.___\o
-4

« Hoo >f | LB [ Al e

1 1
Jb Lt [k < [ £ k| de
= — 4{:1\:— di
, T

19»\2»1‘25(7.(?\’- e /rcm‘.:"q/ Ao At~ e LisEy
%wz: din o dned

- _f 4
=-[A¢ M] lr"'""
=0
- i/A/(‘ A
met )
:L Agd,m alrd v
(MH)L
% /TMEMG/MM Z/g‘ O &
+° 1
A ar
° A-k wu~o Yo
i -



3.3 Utilisation de la convergence dominée

Remarque. Lorsque le théoréme du paragraphe précédent ne s’applique pas (lorsque f 7 |fn| ne converge
pas), on peut chercher a appliquer le théoréme de convergence dominée vu dans le chapitre 205 a la suite
de fonctions (Sy), des sommes partielles, ou a celle (Ry,), des restes, de la série de fonctions Y, f,.
+o0 +00 -1 n—1 T +oo -1 n—1
Exemple. Montrer que : / =1 = L

2442
oottt 2n:1 n

. L‘f?af-@ lren J",'f""z ——s%zMnLng — Tw-:s?!f
- N
‘ ZJ\ \gqU‘)lOUF cou !

4
HR "
| o =t ke
o mbet M o /(4_(5)
A S -
= = Vo =
A [ helen 8]

(SR
pu—

! iy
o 2 =

o Ou qene 1%-&;%1%‘:01&, ov bl Ll A co Aot
Mmoo Rl

d=a &?'M:L

S = S

h—trae

X & te 30,4—'-[ f»{:i/ Aoseival =

%-( b S S cov cpem
_(:L- o\ —4— -
Ll b 4+ /% i ov

M N z:)’:: cu aﬂba—ehuwb
+

Ao~c (gm((-))h Coanvey On vl S ga opaens -

See =25
"Nl pad




/rm Ane (d, ;,-475:5@& ND’-’,T"L

* Tfa.va:e(ow e Ar restis
-~ .
: Cay

Ru(t) = 2 —
b= QL&-I('?'

Rl —— 0 s b4t (RS 0)

W —aer

\ﬂm(ﬂ)=ff

L L2

e

4 4
< r (:ét—_- -
VFQ/ hw’hv\b
2u. Ll ney / T3(A

1
< e «c\MOUP de an
FE
[Mtjra—e& o Vo, 1+~
(DM 1@« Cv o:ivwm/ .
j Al (e dk — Odr=0o







