()0‘*'( 3.5 . 20€. 29, <. LS bon sa: Fowrom
?.9-«,. .. ex & N.‘ob%u 1LoS. 24 e 207.272

bk war: 20546, 20543, 2052

N~
6 | Dérivation

6. imite unifor d’une suite de fonctions de classe C!

Théoreme de :i,ér)'ye(i‘lité de la limite d’une suite de fonctions.

e © ¢

Soit ( fn)nwune suite de fonctions définies sur 1.

Si :
« pour tout n, f, est de classe C! sur I,
o (fn)n converge simplement sur I vers f,

o la suite des fonctions dérivées (f},)n converge uniformément sur I vers une fonction g,

alors :

o f est de classe C! sur I,

o fl=g.

Remarque.

e On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

d d
(@) = ()

qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypotheses d’application de
ce théoreme, et masque les problémes d’existence des limites et dérivées envisagées.

o La convergence uniforme de (f,), n’entraine pas la dérivabilité de la limite.

e Comme la dérivabilité est une propriété locale, on peut remplacer 'hypothése de convergence uniforme
sur I de (f],)n par I’hypothése moins forte de convergence uniforme sur tout segment de I, ou d’autres
intervalles adaptés a la situation.
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Exemple. Etudier la convergence et la dérivabilité de la limite de la suite de fonctions définies par :

fn(x) =\/22 + %
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6.2 Extension aux fonctions de classe C*

Théoréme.
Soit (fn)n une suite de fonctions définie sur I, et k € N*.
Si :
« pour tout n, f, est de classe C* sur I,
e pourtout 0 < j<k—1, fT(Lj ))n converge simplement sur I vers une fonction g;,
o la suite ( f,gk))n converge uniformément sur I vers une fonction g,
alors :
o la limite simple go de (f,)n est de classe C* sur T
o pour tout 1 < j <k, g(()j) = gj.
Remarque.

e On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

d* d*
&k (nﬂffoo fn<~’”>> =, lim (@f"@))

qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de
ce théoreme, et masque les problemes d’existence des limites et dérivées envisagées.

o Comme la dérivabilité est une propriété locale, on peut remplacer I’hypothese de convergence uniforme
sur I des ( fr(Lk))n par I’hypothése moins forte de convergence uniforme sur tout segment de I, ou d’autres
intervalles adaptés a la situation.
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