Rr wcn 25,3, 20S.L, 15. 8

fon we f: T — K
nw|— g{.‘("')

Cucle oo ((ML—», (!«Le,u

wab-?wQ w~{4

Ssib x €T fuef ‘f,,{m) = - Aoz perch ol

f. o wif v ] 0T agdfa P12

/l

Sop [{b-{(n |

wel
Redeccrin

——— e

VW'L w€T l{k(m‘) ._(( [‘N-)l g -
é X M‘/} e

n~
Jr
¢

0



4 | Continuité de la limite

Transfert de continuité par convergence uniforme

Théoréme.

Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur 1.
Si:

e pour tout n, f, est continue sur I,
o (fn)n converge uniformément sur I vers f,
alors :

o f est continue sur [.

Remarque.

e La convergence simple ne suffit pas pour justifier la continuité de f, comme le montre I'exemple des
fonctions fy, : x € [0,1] — z™.

o La continuité des f,, et de f ne suffit pas a justifier la convergence uniforme, comme le montre 'exemple
des fonctions f, : z € [0,1] = n?z(1 —z%)".
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Corollaire.  Si (fy,), converge simplement sur I vers f, que les f, sont continues sur I mais que f
n’est pas continue sur I, alors la convergence n’est pas uniforme sur I.
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Raisonnement classique. Si (f;,), converge simplement sur I vers f, que les f, sont continues sur I et
qu'il y a convergence uniforme sur tout segment [a, b] de I, alors f est continue sur tout [a,b] C I
donc sur I.

Remarque. Ce résultat, qui exploite le caractére local de la continuité, s’adapte aussi lorsque la convergence
uniforme est vérifiée sur une famille d’intervalles adaptés a la situation.



‘Exﬁf: f“: [o, l'I’:__, IR

A

N V—>

;r'. Eo,l'[]: s

ﬂ 0 n nC CD/‘C
n|—

At
fonle v wolier gue & Lenll th eombive a To,a [ 7
(1m e fer o cotimats)
O ol € Rarone:
< L fn ok calize o~ [54T
o b ff-t)= (L)

-4
—>e #£0
N

/f‘a" el M"’(""‘""" EOI" E } 2l d«&u\/—.




G () elael A& elob
Yae [a,b) ‘K"Ml S e

>N

= >
é @'M aCMoU'o dax

|

Y cor b<1
()

doc (§

M

)o« w M{Wwf Au——Cc«{bD

O & &A td co-bay v (e b)
o fom Procafrl o caicly, gm conlie o [ b)
do< ex .

Q'Q:A-aotlh. '
. Vmé[o(ﬁjcﬁo,'lﬂ qu(u')[é % (mdiy A

[T gm £ >-Y

o
doc (L), o ook v | e [28)

o U fm wh olids doe fom bl du cutant,
jhl/ csbiie sl [0b) e [0t
dow cobice o (8 1 (casceckine focall cle fa conli=t)



5

5.1

Intégration

Intégration sur un segment et convergence uniforme

Théoréeme d’interversion limite-intégrale par cv uniforme sur un segment.

Soit (f)n une suite de fonctions définies sur un segment [a, b].
Si:

e (fn)n converge uniformément vers f sur [a,b],
e [a,b] est un segment,
o les f,, sont continues.

alors :

b
o la suite (/ fn(t) dt) converge,

5 /abfn(t)dtm/abf(t)dt

Remarque. On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

b b
Jim = [ poar

qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de
ce théoréme, et masque les probléemes d’existence des limites envisagées et de mode de convergence de la
suite de fonctions.

Remarque. Le théoréme de convergence dominée étudié au § 5.2 fournit un autre critére pour intégrer la

limite d’une suite de fonctions, y compris lorsque 'intégrale est généralisée.
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Exemple. Etudier la convergence de la suite de terme général :

n

/1 dt
un = [ ———
0 msin (f ) 1

3
x .
On donne 'encadrement x — 3 <sinz < x.
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5.2 Intégration sur un intervalle quelconque — Convergence dominée

Remarque. Le théoréme qui suit s’applique en particulier lorsque les intégrales sont généralisées.
Théoréme de convergence dominée.

Soit (f,)n une suite de fonctions définies sur un intervalle I.
Si :

e (fn)n converge simplement vers f sur I;
o (fn)n satisfait 'hypothése de domination : il existe ¢ telle que :
VneN, Vz € I, |fo(z)| < @(z)
ou ¢ indépendante de n et intégrable sur [ ;
e les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur /.
alors :

o les fonctions f, et f sont intégrables sur I,

o la suite ( / fn(t) dt) converge,
I

o [ falt)dt —— [ f(¢t)dt.
I I

n——+o0o

Preuve. La démonstration est hors programme. [}
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Remarque.

e La 3° hypothése, de régularité, n’a pas I'importance de I’hypothése de domination, qu’il faut nommer et
sur laquelle il faut insister lors de I'utilisation de ce théoréme.

o La fonction dominante ¢ est bien-sir positive (elle majore |f,|) et continue par morceaux (elle est
intégrable). C’est sur son intégrabilité qu’il faut insister.

e Lorsque I est un segment, on peut prendre une fonction dominante constante.
o Il est fréquent que, a t fixé, (fn(t))n soit positive et monotone.

— Lorsqu’elle décroit, f; peut étre choisie comme fonction dominante ;

— Lorsqu’elle croit, la limite f peut étre choisie comme fonction dominante.
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Exemple. Déterminer la limite de la suite de terme général I,, = / tan” z dz.
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Exemple. Montrer que :

+o0 332 -n +o0 5
/ (1 + —) de ——— e ¥ dx
o n

n—+o00 00

+oo
Remarque. On peut connaitre la valeur / e da = VT
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Exemple. Mettre en évidence I'importance de Phypothése de domination en considérant la suite de
fonctions définie par :




