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1.4 Application de la diagonalisation

1.4.1 Calcul des puissances successives d’une matrice diagonalisable

A1
Méthode 1. Soit A € M,,(K) une matrice diagonalisable, P € GL,,(K) et D =
(0)
telles que :
A=PDpP!
Alors, pour tout k € N, par récurrence :
Y (0)

AF = pDFP~1 et DF =
(0) Ak

0 -1 1
Exemple. Pour k € N, calculer A* lorsque A = (—1 0 1) .
1 1 0
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Méthode 2. En connaissant un polyndme annulateur de A, on peut exploiter une division euclidienne.

0 -1 1
Exemple. A nouveau avec A = (—1 0 1) , déterminer un polynéme annulateur de degré 2 et en
1 1 0

déduire P’expression de AF.
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Méthode 3. Lorsque la matrice s’écrit par exemple : AI + J ou J est nilpotente ou a puissance
simple, on peut exploiter la formule du binéme de Newton.

1 \ L
Exemple. Pour k € N, calculer B¥ lorsque B= [0 1 0]. ()d\— dy r ezt
KO 0 lj



1.4.2 Suites récurrentes linéaires simultanées

Exemple. Déterminer les suites définies par

Un+1 = 2Up + U + wp,
y 8 Unt1 = Up + 20, +wy

Wpt1 = 2Up + U + Wy



1.4.3 Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

Définition. On dit qu’une suite (u,), satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre p a
coefficients constants s’il existe p € N* et ag, a4, ..., ap—1 € K des scalaires tels que

Vn € N, Untp = Gp—1Uni(p-1) T+ + A1Unt1 + aoUn
On appelle éw caractéristique associée a cette relation de récurrence I’équation :
4 P =a,_ 1P+ tar +ap

Exemple. Les suiteg/récurrentes linéaires d’ordre 2 étudiées en premiére année rentrent dans ce cadre.
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Proposition. L’ensemble des suites vérifiant la relation de récurrence linéaire d’ordre p a coefficients
constant est un espace vectoriel de dimension p sur K.



Mmp = At Auepe T Ppz Quipz -+ A,

Technique d’étude. On conserve les notations de la définition, et on définit :

0 0 e 0
Up, AN
Up 41 T \\\\ :
Xn: n. et A= RN 0
u'n,er—l 0 ........... 0 1
ap -------- ap—2 Ap-1

La suite (uy, ), vérifie la relation de récurrence précédente si et seulement si :
Yn e N, Xp1 = AX,
Par suite, la suite X,, est uniquement déterminée par X et on a par récurrence :

X, = A" X,



Remarque. La matrice A est la matrice compagnon du polynéme :
P=X”—ap,1Xp71 —-~-—a1X—a0

donc x 4 = P. Les racines de I’équation caractéristique sont les valeurs propres de la matrice A
Exemple. Déterminer la suite définie par :

up=1,up =1 ug =1et Vn € N, ups3 = Tupta — 14uy41 + 8uy,
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1.4.4 Systemes différentiels

Exemple. Résoudre :
o =dx -2y
y=z+y

ol les inconnues sont z et y, deux fonctions dérivables sur R.

o X : I —= My (1K)

On ek domce X (H= AX(H

SN
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