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Réduction en dimension finie

'Pour bien démarrer

1. Comment définir « valeur propre » ? « vecteur propre » 7

2. Que dire des sous-espaces propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes ?
3. Que dire de la dimension d’un sous-espace propre ?

4. Qu’est-ce qu'un polynoéme annulateur d’un endomorphisme ?

5. Quelle relation entre le spectre et les racines d’un polynéme annulateur ?

6. Enoncer le théoréme de la division euclidienne des polynémes.

7. Rappeler la formule de changement de base.
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Dans ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Diagonalisation

Endomorphismes diagonalisables, matrices carrées diagonalisables

Définition. Soit u € L(FE). On dit que u est diagonalisable si et seulement s’il existe une base B
de E telle que :

Matg(u) est diagonale

Remarque. Une telle base est appelé base de diagonalisation de u. On dit aussi que u est diagonalisable

dans la base B.

En cas de diagonalisabilité, les termes diagonaux de la matrices sont les valeurs proﬁp{res de u, et les
vecteurs de B sont des vecteurs propres associés.

Remarque. Diagonaliser un endomorphisme u, ¢’est déterminer une base de vecteurs propres et exprimer la

matrice (diagonale) représentant u dans cette base.
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Définition. Soit A € M,,(K) une matrice carrée. On dit que A est diagonalisable si et seulement si

I’endomorphisme canoniquement associé a A est diagonalisable.

Proposition. A € M, (K) est diagonalisable si et seulement si elle est semblable & une matrice

diagonale.

Remarque.

Diagonaliser une matrice A, c’est déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles
que A= PDP~!,

a2 € e )

57 N et e

D, Aol



Théoréme.

Soit u € L(FE). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable
(ii) Il existe une base de E formée de vecteurs propres de u

(ii) E est la somme directe des sous-espaces propres de u :

E= P Eiw

XESp(u)

Exemple. Les projecteurs, les symétries sont diagonalisables.
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1.2 Caractérisation par les sous-espaces propres

Théoréme.

u € L(E) est diagonalisable si et seulement si

> dimEj(u) = dim E
AESP(u)

A € M,,(K) est diagonalisable si et seulement si

Y dimEy(4)=n
AESP(A)
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Proposition. Si u € L(E) (resp. A € Mp(K)) est diagonalisable, alors son polynéme caractéristique
est scindé sur K.

Remar . Il s’agit bien d’une condition nécessaire de diagonalisabilité, et elle est toujours satisfaite lorsque
K+ C.
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Théoréme.

u € L(E) (resp. A € M, (K) est digonalisable si et seulement si :
o son polyndme caractéristique est scindé

o la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-espace propre
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Corollaire. Dans F de dimension n, si u € L(E) admet n valeurs propres deux & deux distinctes,
alors u est diagonalisable et ses espaces propres sont des droites vectorielles.

Remarque. Résultat analogue pour les matrices de M., (K).

Remarque. Ce corollaire donne bien une condition suffisante, mais non nécessaire, de diagonalisabilité. Dans
ce cas, Xy est scindé a racines simples.
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Exemple. Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ?
-2 01 3 01 1
A=1-1 11 B=1[2 11 C
-1 11 -1 11 1 -1
2 0 0 1 4 2 0
D=|-3 -1 3 E=10 -3 -2 F=10
3 3 -1 0 4 3 1

On rappelle qu’on a calculé les polynémes caractéristiques au chapitre précédent :
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Xa(X) = X(X* - 3) xp(X) = (X =3)(X = 1)*  xo(X) = (X -2)°
Xp(X) = (X +4)(X =27 xp(X) =X+ DX =17 xp(X)=X"-1
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1.3 Une condition suffisante de diagonalisabilité

Une conséquence du théoreme spectral, qui sera étudié au chapitre 105, est le résultat suivant :
Théoréme.

‘Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable.
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