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Normes, espaces vectoriels normés
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1 Normes

1.1 Définitions

Définition. Une application N : F — R est une norme sur E si et seulement si elle vérifie :
o Positivité : Vo € E, N(z) >0
o Séparation : Vz € E, N(z) =0 = z =0p
o Inégalité triangulaire : Vz,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y)
o Homogénéité : Vo € E, VA € K, N(Az) = |A|N(x)

Si E est muni d’une norme, on dit que c’est un espace vectoriel normé.
Remarque.

e On abreégera dans le cours « espace vectoriel normé » par « e.v.n. »

e Lorsqu’il y a un risque d’ambiguité (plusieurs normes possibles), c’est le couple (E,N) qui est appelé
e.v.n.

e On note en général ||z||, et non N(x), la norme du vecteur x.

e Lorque |z|| = 1, on dit que x est un vecteur unitaire.



Définition. On appelle distance associée a || - || 'application :

d: E2 — [R+
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Proposition. Pour tous vecteurs de E, on a :
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Proposition. Pour tous vecteurs de F, on a :

Proposition. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors la norme sur E induit une norme sur F.



1.2 Normes usuelles

Théoréme.

Si E est un espace préhilbertien réel, et (-,-) désigne son produit scalaire, alors I'application
définie par :

2]l = /(= z)

définit une norme sur E, appelée norme euclidienne associée a (-, -).
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Définition. Pour = = (z1,...,2,) € KP, on définit :

P P
o =3 leid Nl =[S Sty ol = M i
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appelées respectivement les normes 1, 2 et infinie.
Théoréme.

’ = 1ls, || - [l2 et || - ||oo sOnt des normes sur KP.
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Exemple. Sur E = C%(]0,1],R), on définit pour f € E :

1
Il = / F(@) dz et [|fllo = Sup |f(2)]
0 z€[0,1]

Ce sont des normes sur F.
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Exemple. Dans E = K[X], on définit pour P =Y a; X" :
=0

1
Ny(P) =§|ai| et NooP) = Max _fai] lell = J [P(H (b
o

Ce sont des normes sur E.



Exemple. Sur M, (R), en notant M = (m;j)1<ij<n, on définit :

Ml =3 Imyl M= [ Y myP = e (MTM), [M]le = Max |my|
1<e,5<n

1<i,5<n 1<i,5<n

Ce sont des normes. 7l
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