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2.4 Polynome caractéristique et valeurs propres

Théoréme.

Les valeurs propres de u (resp. A) sont les racines de son polyndme caractéristique.

Remarque. Le théoréme précédent énonce bien une caractérisation. QF(M') < J\ fRene "(\X #S
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Détermination pratique des valeurs propres. Sur un exemple concret en dimension finie, on peut
déterminer les valeurs propres d’une matrice en calculant, sous forme factorisée, son polynéme
caractéristique.

Remarque. Siune matrice est triangulaire ou diagonale, ses valeurs propres sont ses termes diagonaux, comptés
avec multiplicité.
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2.5 Multiplicité des valeurs propres

Définition. Soit u € L(FE) (resp. A € M, (K)) et X une valeur propre. On appelle ordre de multi-
plicité de la valeur propre A son ordre de multiplicité en tant que racine du polynéme x,, (resp.

XA)-

Remarque. Lorsque I'ordre de multiplicité est 1 (resp. 2), on dit que la valeur propre est simple (resp. double).
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Proposition. Tout endomorphisme u € L(E) (resp. toute matrice A € M,,(K)) admet au plus n valeurs
propres, comptées avec multiplicité.
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Proposition. Soit A € M,,(K). On suppose que le polynéme caractéristique est scindé. Alors A admet
exactement n valeurs propres Aq, ..., A, comptées avec multiplicité, et on a :

det(A) = ﬁ A et tr(A) = i Ai
i=1 =1

Le résultat est encore valable pour u € L(E) un endomorphisme.
Remarque. Ce résultat s’applique toujours lorsque K = C.
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2.6 Polynome caractéristique et sous-espace stable

Lemme. Soit u € £L(E) un endomorphisme, et F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. On note
up 'endomorphisme induit par u sur F'.
Alors Xy, divise xy.
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Théoréme.

La dimension d’un sous-espace propre est au plus égale a la multiplicité de la valeur propre
correspondante :

Si A € M, (K), A € Sp(A), en notant m(A) la multiplicité de X, on a :

1 < dim Ex(4) < m(\)

Le résultat est encore valable pour u € £L(E) un endomorphisme.

Corollaire. Si X\ est une valeur propre de multiplicité 1, alors le sous-espace propre associé est une
droite vectorielle, c’est-a-dire est de dimension 1.
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